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1. Bevezetés
A dinamikus modellek lehetővé teszik, hogy a világban zajló fizikai,
biológiai, társadalmi, stb. folyamatokat megértsük és megfelelő felté-
telek mellett hatékonyan befolyásoljuk (irányítsuk). Azonban a gya-
korlatban többnyire bizonytalan modelljeink vannak, amelyek analízise
és szabályozása leggyakrabban kihívást jelentő feladat. Ugyanakkor a
számítástechnika és a komplex számítási módszerek fejlődésének, vala-
mint az új elméleti eredményeknek köszönhetően új lehetőségek nyílnak
a bizonytalan rendszerek kezelésére

Doktori disszertációmban hatékony számítási eljárásokat mutatok
be bizonytalan nemlineáris dinamikus rendszerek stabilitásvizsgálatá-
ra, performanciabecslérésre és passziváló kimenetválasztására. Látszó-
lag a három fogalom különböző mérnöki problémákhoz társítható, úgy
mint: Ljapunov-stabilitás, bemenet-kimeneti viselkedés, dinamikus in-
vertálhatóság. Ennek ellenére a felsorolt három rendszertulajdonság
egy általánosabb fogalom, a disszipativitás egy-egy speciális típusával
jellemezhető. Ennek köszönhetően egy közös matematikai apparátus
segítségével mindhárom mérnöki feladat leírható. A doktori tézisekhez
kapcsolódó eredményeim a következő problémákra nyújtanak új számí-
tási megoldásokat:

I. Vonzási tartomány becslése. Egy dinamikus autonóm rendszer
vizsgálata során igen hasznos információt nyújt a lokálisan aszimpto-
tikusan stabil egyensúlyi pontokhoz tartozó vonzási tartományt alkotó
halmaz ismerete, vagy annak legalább egy becslése. Dinamikus rendsze-
rek stabilitásvizsgálatát leggyakrabban Ljapunov-függvények segítségé-
vel tesszük, ugyanis egy Ljapunov-függvény szinthalmaza meghatároz
egy stabilitási tartományt. Ezért a Ljapunov-függvények algoritmikus
előállítása igen népszerű kutatási feladat a szakirodalomban. Kuta-
tómunkám során először Trofino és Dezuo [19] által elért eredmények
inspiráltak. A szerzők a Finsler-lemma és az affin annihilátorok se-
gítségével egy politópikus megoldást javasoltak nemlineáris racionális
bizonytalan rendszerek vonzási tartományának becslésére.

II. Indukált L2 operátornorma becslés. Számos irányítási feladat
esetén természetesnek vélt feltételezés, hogy a bemeneti jelek véges
energiájúak (vagyis a bemeneti jelek L2 normája véges). Ilyen felté-
telezések mellett matematikailag is értelmezhető egy (akár bizonytalan
nemlineáris) rendszeroperátor indukált L2 normája. Az operátornorma
ismeretében becslést tudunk adni a bemeneten történő adott energiájú
zavaró jel hatására a kimeneten. Minél nagyobb a zavarás csillapí-
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tása a kimeneten, annál robosztusabb viselkedést tanúsít a rendszer.
Napjainkban az L2 erősítésen alapuló robosztus irányítási és szűrési
módszereknek hatalmas az irodalma (lásd pl. [20–24]) és számos al-
kalmazásuk ismert lineáris és nemlineáris rendszerek esetén egyaránt.
Doktori téziseimhez legközelebb álló eredményt Coutinho és tsai. [24]
publikálták, akik egy Finsler-lemmán alapuló politópikus eljárást java-
soltak bizonytalan nemlineáris rendszerek nominális L2 performanciá-
jának felső becslésére és robosztus irányítására.

III. Passzivitásvizsgálat, passziváló kimenetválasztás. Byrnes
és tsai. [25] nagy horderejű cikkükben a passzív dinamikus rendsze-
rek igen kedvező tulajdonságait igazolják, ezzel felismerve a passzivitás
kulcsfontosságát a nemlineáris rendszerelméletben. Egy visszacsatolás-
sal passziválható (feltehetően nemlineáris) rendszer stabil zéró-dinami-
kával rendelkezik (vagyis gyengén minimum fázisú) és relatív foka 1
(azaz a bemenet hatása a kimenet első deriváltjában közvetlenül meg-
jelenik). Tudvalevő, hogy egy minimum fázisú rendszerhez felírható egy
stabil inverzdinamika, továbbá az 1-es relatív foknak köszönhetően a
kimenet és ennek első deriváltja segítségével asszimptotikusan kiszámít-
ható az eredeti rendszerre adott bemeneti jel. A stabil inverzdinamika
segítségével tehát rekonstruálható egy esetleges ismeretlen bemeneti
hibajel (pl. terhelés, környezeti zavarjel, perburbancia). Az L2 perfor-
manciához köthető elméleti és számítási eredményekkel ellentétben a
passzivitás egy kevésbé kutatott téma a lineáris paraméterben változó
(LPV) rendszerosztály körében.

Disszipativitás. Egy dinamikus rendszer disszipativitása egy általá-
nos rendszertulajdonság, melynek fizikai értelmezése függ attól, hogy
a szóban forgó rendszert milyen betáplálási függvény mellett tekintjük
disszipatívnak. A Ljapunov-stabilitás, passzivitás és a véges L2-erősítés
mind szoros kapcsolatban állnak a disszipativitással különböző betáplá-
lási függvényeket tekintve [21]. Ezért a disszipativitási egyenlőtlenség
ellenőrzésével mindhárom rendszertulajdonság vizsgálható. A disszi-
pativitási egyenlőtlenség azonban egy általános nemlineáris (esetleg bi-
zonytalan) rendszeregyenletre felírva legtöbbször végtelen sok összefüg-
gés ellenőrzését igényelné, így a probléma az eredeti formájában nem
megoldható egy konvex számítási környezetben. A szakirodalomban
viszont számos relaxációs módszer létezik ezen tipikusan nem konvex
feladatok megoldására. A rácspontokon alapuló módszer [20] csak egy
közelítő megoldását adja az eredeti nemlineáris feladatnak. Vannak
azonban olyan egzakt relaxációs eljárások is melyek többnyire konzerva-
tív megoldást adnak ugyan, de a kapott megoldás garantáltan kielégíti
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az eredeti nemlineáris feltételeket.
Stengle pozitív lókusz tételén (Positivstellensatz) és a négyzetek

összegén (SOS) alapuló módszertan egyike azon relaxációs eljárások-
nak, melyek segítségével polinomiális vagy racionális nemlineáris mo-
dellek egyensúlyi pontjának vonzási tartományát becsülhetjük [26]. Po-
linomiális rendszerek L2 performanciabecslésére és nemlineáris szabá-
lyozó tervezésére Papachristodoulou [22] is javasolt egy SOS módszeren
alapuló számítási eljárást. Az SOS módszertan bár ígéretes eredménye-
ket mutatott fel (lásd pl. [26]), a módszer számításigénye igen nagy,
a megoldandó Positivstellensatz feltételek pedig gyakran bilineárisak,
melyeknek megoldása iteratív eljárást igényel.

Az LPV-irodalom egy népszerű mégis igen komplex és általános
módszere az ú.n. „IQC-megközelítés”, mely bonyolult nemlineáris, bi-
zonytalan, vagy paraméterben változó dinamikus rendszerek analízisét
[27], robosztus irányítását [23] és szűrőtervezését teszi lehetővé. Az
IQC-megközelítés frekvenciatartományban és integrál alakban adott
kvadratikus egyenlőtlenségekhez1 (IQC-khez) fogalmaz meg ekvivalens
mátrixegyenlőtlenségeket a Kalman-Yakubovich-Popov-lemma és a li-
neáris törttranszformáció2 (LFT) segítségével. A kapott lineáris mát-
rixegyenlőtlenség (LMI) feltételek rendszerint nem affin módon paramé-
terfüggőek, ezért ezek konzervatív megoldását gyakran D-G skálázással
keresik [27].

Motivációk és célok. A rácspontokon alapuló közelítő módszer, az
IQC-megközelítés és az SOS-módszer, mind egy-egy relaxációs techni-
ka nemlineárisan paraméterfüggő LMI (PD-LMI) feladatok megoldásá-
ra. Trofino és Dezuo [19] bemutatta, hogy ezen módszerek mellett a
Finsler-lemmán alapuló és affin annihilátorokat alkalmazó politópikus
eljárás is ígéretes relaxációs alternatíva racionális PD-LMI-k megoldá-
sára.

A bizonytalan nemlineáris rendszerek analízisére javasolt jelenlegi
Ljapunov-alapú módszerek azonban továbbfejleszthetők a konzervati-
vitás, a számításigény és az automatikus végrehajtás tekintetében:

1. Lényeges, hogy a megoldandó Ljapunov-típusú konvex feltétele-
ket szisztematikus eljárások segítségével fogalmazzuk majd oldjuk
meg.

2. Fontos, hogy a Ljapunov- ill. tárolófüggvény jelöltet megfele-
lő módon parametrizáljuk, hogy ezáltal csökkentsük a megoldás

1integral quadratic constraints (IQC)
2linear fractional transformation (LFT)
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konzervativitását, de a számítási feladat bonyolultságát se növel-
jük szükségtelenül.

3. Elengedhetetlen, hogy a probléma konvex számítási környezetben
megoldható legyen.

2. Alapfogalmak
Tekintsük a következő kvázi-LPV formában adott nemlineáris paramé-
terben változó rendszert:

Σ :
{
ẋ = A(x, p)x+B(x, p)u, ahol x(0) ∈ X ,
y = C(x, p)x+D(x, p)u,

(1)

ahol A(x, p), B(x, p), C(x, p), D(x, p) rendszermátrixok az állapot és a
paraméter jól definiált racionális függvényei. A Σ dinamikában szereplő
jelek a következők:

x(t) ∈ Rnx állapotvektor, melynek kezdeti értéke x(0) ∈ X , ahol X
az állapottér egy kompakt politópja.

u(t) ∈ Rnu bemeneti- vagy zavarjel.

y(t) ∈ Rny kimeneti- vagy performanciajel.

p(t) ∈ Rnp egy időben változó paraméter, melynek függvényében vál-
tozik a rendszer viselkedése is (pl. hőmérséklet, külső za-
varás, de lehet akár modellhiba is). Feltételezzük, hogy
p(t) koordinátánként folytonosan differenciálható, korlá-
tos és korlátos meredekségű függvény, vagyis p(t) ∈ P
és ṗ(t) ∈ R minden t ≥ 0, ahol P és R az Rnp paramé-
tertér egy-egy kompakt politópja. Továbbá, a paraméter
értékét minden időpillanatban ismertnek tekintjük.

A következőkben a lokális disszipativitás fogalmát definiáljuk és en-
nek legfontosabb következményeit jellemezzük [28].

1. Definíció (disszipativitás). Legyenek α, α, α : R → [0,∞) K-
osztályú függvények (nemnegatív, növekvő és α(0) = α(0) = α(0) = 0).
Továbbá jelölje U a lehetséges bemenő jelek függvényterét. Ekkor, Σ
rendszer u ∈ U bemenő jelek esetén s(u, y) betáplálási függvényre néz-
ve lokálisan szigorúan disszipatív, ha létezik egy V (x, p) tárolófüggvény
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mely teljesíti a következő Ljapunov-típusú egyenlőtlenségeket:
α(‖x‖) ≤ V (x, p) ≤ α(‖x‖), ∀(x, p) ∈ X × P, (2a)
d
dt
V (x, p) ≤ −α(‖x‖) + s(u, y), ∀(x, p, ṗ) ∈ X × P ×R, (2b)

és minden u ∈ Rnu , továbbá, a rendszer állapottrajektóriája X -en belül
marad minden u ∈ U lehetséges bemenő jel esetén. Σ rendszer lokálisan
disszipatív, ha α ≡ 0 esetén a (2)-ben felírt egyenlőtlenségek teljesülnek.

�

2. Definíció (passzivitás). Σ szigorúan passzív, ha s(u, y) = 2u>y
függvényre nézve szigorúan disszipatív. �

3. Tétel (lokális asszimptotikus stabilitás). Σ rendszer x∗ = 0
egyensúlyi pontja lokálisan asszimptotikusan stabil, ha u = 0 esetén Σ
lokálisan szigorúan disszipatív s(u, y) = 0 betáplálási függvényre nézve.

�

4. Tétel (L2 erősítés). Σ rendszeroperátor indukált L2 normája vé-
ges és ‖Σ‖ ≤ γ, ha Σ disszipatív s(u, y) = γ2‖u‖2 − ‖y‖2 betáplálási
függvényre nézve. �

Következésképpen, a lokális stabilitás, a passzivitás és a performan-
cia vizsgálata során egy olyan V (x, p) tárolófüggvényt kell keresnünk,
mely kielégíti a (2)-ben szereplő disszipativitási egyenlőtlenségeket a
megfelelő betáplálási függvény mellett.

2.1. Problémafelvetés
Annak érdekében, hogy Σ lokális disszipativitását igazoljuk, keresünk
egy tárolófüggvényt a következő általános kvadratikus alakban:

V (x, p) = x>Q(x, p)x, melyre Q(x, p) = Π>(x, p)Q(p)Π(x, p),
úgy, hogy Q(x, p) � 0 minden (x, p) ∈ X × P, (3)

ahol Q(p) = Q0 +
∑np

i=1 Qipi ∈ Rm×m egy szimmetrikus paraméterek-
ben affin mátrix, Qi-k szimmetrikus mátrix értékű szabad döntési vál-
tozók, Π = Π(x, p) ∈ Rm×nx egy rögzített mátrix (ú.n. „generátor”),
mely az állapot- és a paraméterváltozók racionális függvénye. Az „� 0”
reláció a (3) összefüggésben a bal oldal pozitív szemidefinitségét jelöli.

A (3) összefüggés egy x és p-től, mint általános paraméterektől nem-
lineáris (racionális) módon függő a szabad döntési változóktól pedig
lineárisan függő mátrixegyenlőtlenség. Vagyis (3) egy racionális (nem
konvex) PD-LMI. Megmutatható, hogy a disszipativitási egyenlőtlen-
ség (2b) is felírható V (x, p)-hez hasonlóan egy általános kvadratikus
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alakba.
A (3) nem konvex egyenlőtlenség egy (esetleg konzervatív) megol-

dásának megtalálása érdekében egy elégséges politópikus (x és p-ben
affin) PD-LMI-t írhatunk fel a következőképpen:

Q(p) + LN(x, p) +N>(x, p)L> � 0, ∀(x, p) ∈ X × P, (4)
ahol N(x, p) a Π(x, p) generátor egy affin annihilátora, vagyis

N(x, p)Π(x, p) = 0, ∀(x, p) ∈ X × P, (5)
L mátrix pedig egy szabad döntési változó. Trofino és Dezuo [19]
megmutatták, hogy egy megfelelően megválasztott N(x, p) annihilátor
csökkenteni tudja tárolófüggvény pozitivitásához elégséges (4) feltétel
konzervativitását.

A matematikai modell felállítása során tehát három fontos mérnö-
ki döntést kell meghoznunk, melyek egyaránt befolyásolják a módszer
hatékonyságát és megoldás pontosságát:

1. Π(x, p) generátor előzetes megválasztásával rögzítenünk kell a tá-
rolófüggvény struktúráját.

2. Adott Π(x, p) generátorhoz konstruálnunk kell egy megfelőN(x, p)
affin annihilátort.

3. A lokális disszipativitásvizsgálathoz meg kell választanunk az ál-
lapottér vizsgálandó politópikus részhalmazát, X -et.
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3. Új tudományos eredmények
A disszertációban nagy hangsúlyt fektettem a szisztematikus számí-
tási módszerek kidolgozására, melyek segítségével nemlineáris problé-
mákhoz tartozó PD-LMI feladatokat oldok meg. A javasolt numerikus
módszereket dinamikus rendszerek stabilitásvizsgálatára, performan-
ciabecslésére és passziváló kimenetválasztására használtam.

Doktori disszertációm tézisei következők.

I. A lineáris törttranszformáció (LFT) és a Finsler-lemma
segítségével egy hatékony számítási módszert javasoltam
racionálisan paraméterfüggő mátrixegyenletek és egyen-
lőtlenségek felírására és megoldására. A paraméterfüggő
feltételek affin függvényei a szabad döntési változóknak
és racionális függvényei a paramétereknek. A racionáli-
san paraméterfüggő egyenlőtlenség vagy egyenlőség egy
lehetséges (általában) konzervatív megoldásának kiszá-
mítására egy elégséges lineáris mátrix-egyenlőtlenséget
(LMI) illetve egyenlőséget (LME) fogalmaztam meg.
A) Szimbolikus és numerikus eljárásokat javasoltam egy ún. ge-

nerátor paraméterfüggetlen magterének kiszámítására. A ge-
nerátor a paraméterek egy jól definiált racionális mátrix-értékő
függvénye. Az algoritmus figyelembe veszi, ha a paraméter-
értékek a paramétertér egy alterére korlátozódnak [P1].

B) A felírt elégséges politópikus LMI feltételek konzervativitásá-
nak csökkentése érdekében bevezettem a maximális affin an-
nihilátor fogalmát. Igazoltam a maximális annihilátor (nem
egyértelmű) létezését egy adott generátorra nézve. Bizonyí-
tottam, hogy a maximális annihilátor biztosítja a legnagyobb
szabadsági fokot a nem konvex egyenlőtlenségre felírt elégsé-
ges LMI feltétel megoldása során. A konstans magtér számí-
tásának módszerével numerikus eljárást javasoltam egy tet-
szőleges racionális mátrix egy lehetséges maximális annihilá-
torának kiszámítására. [P1; P3].

C) Az elégséges LMI feltételek dimenziójának csökkentése érde-
kében bevezettem a minimális generátor fogalmát. Az erede-
ti LMI feltétel megoldáshalmazának csökkentése nélkül egy
vetítési transzformációval elérhető legkisebb dimenziójú LMI
feltételt határozza meg algebrailag a minimális generátor [P1].

D) Egy minimális generátor és az ennek megfelelő LMI dimenzió-
csökkentő transzformáció kiszámítására egy számítási eljárást
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adtam a paraméterfüggetlen magtér számítás segítségével.
[P1; P2; P4]

Kapcsolódó publikációk: [P3; P2; P1; P4].
II. Szisztematikus eljárást terveztem bizonytalan racionális

rendszerek vonzási tartományának becslésére.

A) A Ljapunov-függvény racionális kifejezéseket tartalmazó kvad-
ratikus struktúrájának megválasztására egy minimális gene-
rátort alkalmaztam, melyet a dinamikus egyenlet lineáris tört-
reprezentációjából határoztam meg. Megmutattam, hogy a
minimális generátor választáson alapuló LMI transzformáció
szignifikánsan kisebb dimenziójú LMI feladatot eredményez
a szakirodalom egyéb Finsler-lemmán vagy SOS-módszeren
alapuló eljárásaihoz képest [P3].

B) A számítási eljárást kiterjesztettem diszkrét idejű rendszerek
vonzási tartományának becslésére is [P2].

Related publications: [P2; P3; P4; P5; P6; P8; P13; P16].
III. Indukált L2-erősítésen és passzivitáson alapuló új számí-

tási módszereket vezettem be LPV és kvázi-LPV rend-
szerekhez.

A) Új módszert javasoltam a nemlineáris racionális bizonyta-
lan rendszerek indukált L2 normájának felső becslésére [P1].
Numerikus példák segítségével kimutattam, hogy a javasolt
módszer szigorúbb felső korlátot tud biztosítani az indukált
L2-normára, mint a deszkriptor modelekken (Masubuchi és
Suzuki, 2008) vagy az IQC megközelítésen alapuló módsze-
rek (Köroğlu és Scherer, 2008; Scherer és társai, 2008; Pfifer
és Seiler, 2016), illetve Coutinho és társai (2008) nemlineáris
modellekre javasolt módszere.

B) Igazoltam, hogy minden olyan LPVmodell, mely visszacsatolás-
ekvivalens egy (szigorúan) passzív LPV rendszerrel, 1-es re-
latív fokkal és (aszimptotikusan) stabil zéró dinamikával ren-
delkezik. Továbbá egy LFT alapú numerikus eljárást javasol-
tam egy paraméterfüggő állapottranszformáció kiszámításá-
ra, mely a rendszert egy bizonyos Byrnes-Isidori-típusú nor-
mál formára hozza mely a rendszer dinamikus inverziója so-
rán előnyös [P7].

C) Egy LMI/LME feltételrendszert fogalmaztam meg annak el-
döntésére, hogy egy racionális LPV rendszer passzív-e vagy
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visszacsatolás-ekvivalens-e egy szigorúan passzív LPV rend-
szerrel [P7].

D) Új számítási eljárást adtam racionális LPV rendszerek passzi-
váló kimenetválasztásának tervezésére [P7]. A meghatározott
passziváló kimenet felhasználásával módszert adtam racioná-
lis LPV rendszerek stabil inverz dinamikájának kiszámítására
[P7].

Kapcsolódó publikációk: [P1; P7; P14].

4. Alkalmazási lehetőségek
A vizsgált rendszerosztály általánosságának köszönhetően, a kifejlesz-
tett módszerek alkalmazási lehetősége is szerteágazó.
Dinamikus invariánsok. A maximális annihilátor számítás segítségével
dinamikus rendszerek invariánsait számolhatjuk ki, melyek egy rend-
szer analízise és szimulálása során fontos szerepet töltenek be. A dina-
mikus invariánsok segítségével analitikusan a karakterisztikák módsze-
rével kiszámítható lehet pl. egy nemlineáris rendszer irányíthatósági
sokasága. /

Összekapcsolt rendszerek stabilitása. A kis erősítés és a pozitív valós
tételek központi szerepet töltenek be a rendszerelméletben, különös te-
kintettel az összakapcsolt rendszerek elméletére. A kis erősítés tétel
pl. kimondja, hogy két visszacsatolt formában összekapcsolt rendszer
stabil, ha indukált L2 normájuk szorzata kisebb mint 1. A pozitív-
valós tétel a rendszer passzivitásával függ össze, mely erős stabilitási
tulajdonságokat garantálhat. /

Dinamikus inverzió és hibarekonstrukció. Az inverzió alapú hibadetek-
ció általános LPV modellekre egyelőre még nem teljesen megoldott fel-
adat a rendszeregyenlet erősen nemlineáris paraméterfüggőse miatt. A
javasolt passziváló kimenetprojekció garantálja egy dinamikus inverz
létezését, mely lehetővé teszi az ismeretlen bemenő hibajel rekonstruk-
cióját. /
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