




Miről lesz szó?

Valós függvényekről. Grafikonokról és képletekről.
Olyan feladatokról, amelyek a spec.mat. tagozatos
gondolkodásmódból merítenek –
de máshol is érdekesek és használhatók
(reményeim szerint).
Lesznek bizonyítások, de nem azok lesznek a
legfontosabbak.
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Fénykép egy grafikonról

Mese: Anna beteg volt,
ezért elkérte a HF-t Bélától.
Ezt a fotót kapta válaszul.

Feladat
Melyik függvény grafikonját látjuk a
képen?

Milyen irányban
állhatott eredetileg?
Tudsz-e képletet adni?
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Fénykép beforgatva

4-féleképp forgathatjuk. (Ha tükrözhetjük is, akkor 8 eset van.)
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A két szélső persze nem lehet függvény grafikonja...
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Képletet grafikonhoz

A két középsőhöz képletet sem nehéz találni:
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g(x) = 1 − |x − 2|
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Lehet-e mind az 1 + 3(+4) elforgatott függvénygrafikon?

Lehet-e olyan rajzot készíteni, amelynek mind a 4-féle (8-féle) elforgatottja
függvénygrafikon?

Feladat
Van-e olyan függvény, amelynek a grafikonját 90, 180 és 270 fokkal
elforgatva is függvénygrafikont kapunk?

IGEN, pl. a lineáris függvények (kivétel: konstans).

Általában azok a függvények jók, amelyek minden értéket legfeljebb 1-szer
vesznek fel.
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Minden értéket többször vegyen fel!

Feladat
Van-e olyan függvény, amely minden értéket többször vesz fel?

Mit jelent itt a minden?
Az értékkészletéből mindent?
Minden valós számot?

Az f (x) = x2 egyik esetben sem jó.
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Esetleg furcsa értelmezési tartománnyal,
pl. [−2, −1] ∪ [1, 2], mégis jó lehet.
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Mit is keresünk?

Feladat
Van-e olyan függvény, amely mindenhol (minden valós számra) értelmes és
minden értéket (minden valós számot) 1-nél többször vesz fel.

Mit keresünk?
képletet?
grafikont?

Olyan vonalat szeretnénk rajzolni a koordinátarendszerre,
amely minden vízszintes vonalat többször is elmetsz.
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Egy érdekes példa
Minden értéket többször felvevő függvény
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Képlet is adható, de nem könnyű...
Ez ráadásul minden értéket pontosan 3-szor vesz fel.
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Mitől függvény a függvény?

Ezzel a rajzzal (grafikonnal) akkor kész is vagyok? Megadtam a függvényt?

Meg tudom-e mondani, mennyi f (100), vagy f (−72,6)?
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Igen f (100) = 33 + 1 = 34, és f (−72,6) = −24 + 0,6 = −23,4.
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Példa szakadásokkal
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f (x) = {2x} + 2
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Ez pontosan 2-szer vesz fel
minden értéket.

Lehet ezt folytonosan?

Hujter Bálint (Bp. Fazekas Gimn.) Van ilyen függvény, vagy nincs? 2025. március 19. 12 / 33



Mit lehet itt még megkérdezni?

Láttunk példát olyan függvényre, amely
minden értéket 1-szer vesz fel
minden értéket 2-szer vesz fel (bár nem folytonos)
minden értéket 3-szor vesz fel
...
mit lehet itt még megkérdezni?

Feladat
Van-e olyan függvény, amely minden értéket végtelen sokszor vesz fel?
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Egy példa, nagyobbaknak

Feladat
Van-e olyan függvény, amely minden értéket végtelen sokszor vesz fel?

Van olyan függvény, amit tanítunk, és ezt tudja:
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De egy nyolcadikos ezt még nem ismeri!
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Véges idő alatt végtelen messzire

Sokkal érdekesebb ez a feladat annak, aki még nem tanult trigonometriát!
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Képletet függvényhez

x−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

y

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

f (x) =


1

{x} − 1 ha 2k < x < 2k + 1
1

{x}−1 + 1 ha 2k − 1 < x < 2k
0 ha x = k

valamilyen k egész számra

„összetákolt függvény”

Feladat
És olyan f : [0, 1] → R függvény is van, amely végtelen sokszor vesz fel
minden valós számot?
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Monoton összeg és szorzat

Feladat
Vannak-e olyan monoton növő f és g függvények, amelyekre

a) f + g b) f · g

monoton csökkenő?

BEUGRATÓS!

A konstans függvények monoton növőnek és csökkenőnek is számítanak.
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Szigorúan monoton összeg és szorzat

Feladat
Vannak-e olyan szigorúan monoton növő f és g függvények, amelyekre

a) f + g b) f · g

szigorúan monoton csökkenő?

Na ez így már teljes képtelenség!
Összeg. Ha x < y , akkor

f (x) < f (y) és g(x) < g(y) =⇒ f (x) + g(x) < f (x) + g(y)

Szorzat. Ugyanez működik. . . vagy mégsem?

f (x) < f (y) és g(x) < g(y) =?⇒ f (x) · g(x) < f (x) · g(y)
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A negatív számok segítenek

−2 < −1 és − 4 < −3 de (−2) · (−4) = 8 > 3 = (−1) · (−3)

Ha f (x) és g(x) is mindig negatív értékű és monoton nő, akkor a
szorzatuk monoton csökkenni fog.

Elég egy ilyen függvény, mert lehet f = g .

Ha az értelmezési tartomány
korlátos (pl. véges intervallum),
akkor könnyű ilyet csinálni.

És ha az egész számegyenesen
értelmezni szeretném?
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Monoton nő, mindig negatív

Feladat
Van-e az egész számegyenesen értelmezett, szigorúan monoton növő,
mindenütt negatív értékű függvény?
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f (x) =
{

− 1
x ha x ≥ 1

x − 1 ha x < 1

Nagyoknál ez is szóba jön:

f (x) = −(−2)x
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Fixpont és monotonitás

Feladat
a) Van-e olyan f : [0, 1] → [0, 1] monoton csökkenő függvény,
amelyre semmilyen x -re nem teljesül, hogy f (x) = x?
b) Van-e olyan f : [0, 1] → [0, 1] monoton növő függvény,
amelyre semmilyen x -re nem teljesül, hogy f (x) = x?
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Monoton csökkenő
Mit hiszünk el egy grafikonnak?

f (x) = 1 −
√

x
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x
(x − 1)2 = x

x = 3
2 −

√
5
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g(x) = cos(x)
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Nem ugorhatja csak úgy át!

Folytonosság fogalma.
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Monoton csökkenő és szakad

Ki mondta, hogy „folytonos” kell?
(Nem is tudjuk pontosan, mi az. . . ).
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1

1/2

f (x) =
{

1 − x
2 ha x ≤ 1

2
1
2 − x

2 ha x > 1
2

Lehet, hogy valaki egyből erre gondolt, de ez ritka.
Tudat alatt ragaszkodunk a folytonos függvényekhez (mozgás leírása).
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Monoton növő függvény keresése

Biztos, hogy van olyan diákunk,
aki ezen a ponton azt gondolja,
hogy az alábbi egy megoldás:
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1/2

Sajnos ez a függvény

nem monoton növő.
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Monoton növő

Ha nincs olyan x ∈ [0, 1], amelyre f (x) = x , akkor
biztos, hogy a szürke vonal (y = x) felett kezdődik és alatta végződik.

x

y

1

1

x

y

1

1

Csípjük el az első pillanatot, amikor már nincs a szürke vonal felett.
Azaz keressük ezt:

min{x : f (x) ≤ x}

Vajon mindig létezik, amit keresünk?
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Van mindig minimum?

x
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1
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min{x : f (x) ≤ x} =?

Ilyenkor is van: infimum, azaz legnagyobb alsó korlát.
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Monoton növő, infimum

x
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1

1

x
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1
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Legyen t = inf{x : f (x) ≤ x}.
Azt állítjuk, hogy f (t) = t.

Ha f (t) = t − d lenne,
akkor a monotonitás miatt
f (t − d) ≤ f (t) = t − d sem
lenne a szürke vonal felett.
Ha f (t) = t + d lenne, akkor
t + d is jó alsó korlát lenne,
hiszen t < x < t + d esetén
f (x) ≥ f (t) = t + d > x .

Mellesleg kiderült, hogy
min{x : f (x) ≤ x}
mindig létezik a monoton növő esetben.
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Gondolatok a valós számokról

Ez a feladat valós számok természetéről is szól.

Minden halmaznak van infimuma ⇔ Arkhimédeszi és Cantor-axióma

Ha csak a racionális számokon
értelmeznénk f -et, akkor

f (x) = x
2 +

√
2

4
ellenpélda lenne.

x

y

1

1

√
2

2
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Gondolatok a valós számhalmazokról

Zárt intervallum helyett
nyílt intervallummal más a helyzet
f : (0, 1) → (0, 1) mon. növő
függvény, fixpont nélkül:

f (x) =
√

x

x

y

1

1

Feladat
Ven-e olyan f : (0, 1) → (0, 1) szigorúan monoton csökkenő, folytonos
függvény, amelyre semmilyen x -re nem teljesül, hogy f (x) = x?

Nincs ilyen, rutinnal könnyű belátni.
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Konvexitás és korlátosság
Ez a feladat meglepően nehezen ment a diákjaimnak

Feladat
Van-e olyan szigorúan konvex R → R függvény,
amely a) alulról nem korlátos? b) felülről korlátos?

x−3 −2 −1 1 2

y

−1

1

2

3

4 Szigorúan konvex például:

x2 |x |3 x4 + 3x2

(Intervallumon sok más is,
pl. 1

x a pozitív számokon.)

„Mosolygós / vidám függvények”

A diasor legvégén olvasható egy megoldásvázlat a feladatra.
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Összegzés

Miért jó „van-e ilyen függvény?” típusút kérdezni?
Algoritmus-végrehajtás < Példakeresés < Bizonyítás
A függvényekről alkotott képünk sokkal színesebbé válik.
A matematikát szigorú szabályok irányítják
– de ettől még nagy szabadság is van benne.
Betekintés a kutatómatematika „lelkivilágába”.

Mikor jó egy „van-e ilyen függvény?” típusú kérdés?
Messziről nem látszik (rosszul látszik) a válasz.
Legjobb, ha VAN, de csak akkor találjuk meg,
ha alaposab megértettünk valamit.
Ha NINCS, akkor legyen érdekes a bizonyítása.
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Köszönöm a figyelmet!

A diák a LATEX Beamer rendszerével,
az ábrák TikZ és Pgfplot segítségével készültek
(illetve egy esetben GeoGebrával).
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Megoldás – konvexitás és korlátosság

Feladat
Van-e olyan szigorúan konvex R → R függvény,
amely a) alulról nem korlátos? b) felülről korlátos?

a) Van ilyen, kedvenc példám: f (x) = 2x + x .
(Hogyan ellenőrzöm, hogy konvex?)

b) Nincs. Nem konstans, ezért van x1 < x2 úgy, hogy f (x1) ̸= f (x2).
Feltehető, hogy f (x1) < f (x2) (miért?).
Legyen x1, x2, x3, x4, . . . számtani sorozat. A szig. konvexitás miatt

f (x3) − f (x2) > f (x2) − f (x1)

ill. általában
f (xn) > f (x1) + (n − 1) (f (x2) − f (x1))
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