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Van ilyen fuiggvény, vagy nincs?

2025. marcius 19.

Hujter Balint

Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altaldnos Iskola és Gimndzium




Mirol lesz sz4?

o Valés fuggvényekrdl. Grafikonokrél és képletekrol.

o Olyan feladatokrdl, amelyek a spec.mat. tagozatos
gondolkodasmdédbdl meritenek —
de mashol is érdekesek és hasznalhatdk
(reményeim szerint).

o Lesznek bizonyitasok, de nem azok lesznek a
legfontosabbak.

Hujter Balint (Bp. Fazekas Gimn.) Van ilyen fiiggvény, vagy nincs? 2025. marcius 19.
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Fénykép egy grafikonrél

Mese: Anna beteg volt,
ezért elkérte a HF-t Bélatdl.
Ezt a fotét kapta valaszul.

Melyik figgvény grafikonjat latjuk a
képen?

o Milyen iranyban
allhatott eredetileg?
o Tudsz-e képletet adni?
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Fénykép beforgatva

4-féleképp forgathatjuk. (Ha tikrozhetjik is, akkor 8 eset van.)
y
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A két szélsé persze nem lehet fliggvény grafikonja...

Hujter Balint (Bp. Fazekas Gimn.) Van ilyen fiiggvény, vagy nincs? 2025. marcius 19.
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Képletet grafikonhoz

A két kozépsohoz képletet sem nehéz talalni:

N L,
AT N
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Lehet-e mind az 1 + 3(+4) elforgatott fliggvénygrafikon?

Lehet-e olyan rajzot késziteni, amelynek mind a 4-féle (8-féle) elforgatottja
fuggvénygrafikon?

Feladat

Van-e olyan fiiggvény, amelynek a grafikonjat 90, 180 és 270 fokkal
elforgatva is fliggvénygrafikont kapunk?

IGEN, pl. a linedris fiiggvények (kivétel: konstans).

Altaldban azok a fiiggvények jok, amelyek minden értéket legfeljebb 1-szer
vesznek fel.
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Minden értéket tobbszor vegyen fel!

Van-e olyan fliggvény, amely minden értéket tobbszor vesz fel?

Mit jelent itt a minden?
o Az értékkészletébdl mindent?

o Minden valds szdmot?
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Minden értéket tobbszor vegyen fel!

Van-e olyan fliggvény, amely minden értéket tobbszor vesz fel?

Mit jelent itt a minden? y
o Az értékkészletébdl mindent?  \ T
o Minden valés szdmot?  \ Spofe
,,,,,,,,, ol
Az f(x) = x? egyik esetben sem j6. ~  \ A
-2 =1 1 2 x
“““““ U0 T
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Minden értéket tobbszor vegyen fel!

Van-e olyan fliggvény, amely minden értéket tobbszor vesz fel?

Mit jelent itt a minden? y
o Az értékkészletébdl mindent?  \ A
o Minden valés szdmot? O\ A
,,,,,,, b
Az f(x) = x? egyik esetben sem j6. ~  \ A
-2 =1 1 2 x
Esetleg furcsa értelmezési tartomannyal, i B RIE S

pl. [-2,—1] U[1,2], mégis jo lehet.
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Mit is keresiink?

Feladat

Van-e olyan fiiggvény, amely mindenhol (minden valés szdmra) értelmes és
minden értéket (minden valés szdmot) 1-nél tobbszor vesz fel.

Mit kerestink?
o képletet?
o grafikont?

Olyan vonalat szeretnénk rajzolni a koordinatarendszerre,
amely minden vizszintes vonalat tobbszor is elmetsz.
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Egy érdekes példa

Minden értéket tobbszor felvevo fliggvény

Képlet is adhatd, de nem koénnyd...
Ez rdadasul minden értéket pontosan 3-szor vesz fel.
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Mitdl fliggvény a fliggvény?

Ezzel a rajzzal (grafikonnal) akkor kész is vagyok? Megadtam a figgvényt?

Meg tudom-e mondani, mennyi (100), vagy f(—72,6)7
y

4
3
2
1

—8 =7 =6 = < 1 2 3 45 6 7 8xX
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Mitdl fliggvény a fliggvény?

Ezzel a rajzzal (grafikonnal) akkor kész is vagyok? Megadtam a figgvényt?

Meg tudom-e mondani, mennyi (100), vagy f(—72,6)7
y

4
3
2
1

—8 =7 =6 = < 1 2 3 45 6 7 8xX

lgen f(100) =33 +1 =234, és f(—72,6) = —24+ 0,6 = —23,4.
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Példa szakadasokkal

y

Fx) = {2x} + 2 m

Ez pontosan 2-szer vesz fel
minden értéket.

Lehet ezt folytonosan?
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Mit lehet itt még megkérdezni?

Lattunk példat olyan fiiggvényre, amely
o minden értéket 1-szer vesz fel
o minden értéket 2-szer vesz fel (bar nem folytonos)

@ minden értéket 3-szor vesz fel

o mit lehet itt még megkérdezni?
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Mit lehet itt még megkérdezni?

Lattunk példat olyan fiiggvényre, amely
o minden értéket 1-szer vesz fel
o minden értéket 2-szer vesz fel (bar nem folytonos)

@ minden értéket 3-szor vesz fel

o mit lehet itt még megkérdezni?

Feladat
Van-e olyan fliggvény, amely minden értéket végtelen sokszor vesz fel?
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Egy példa, nagyobbaknak

Feladat

Van-e olyan fliggvény, amely minden értéket végtelen sokszor vesz fel?

Van olyan fiiggvény, amit tanitunk, és ezt tudja:
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Egy példa, nagyobbaknak

Feladat
Van-e olyan fliggvény, amely minden értéket végtelen sokszor vesz fel?

Van olyan fiiggvény, amit tanitunk, és ezt tudja: tgx

y

De egy nyolcadikos ezt még nem ismeri!
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Véges ido alatt végtelen messzire

Sokkal érdekesebb ez a feladat annak, aki még nem tanult trigonometriat!

y

=N WD
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Véges id6 alatt végtelen messzire

Sokkal érdekesebb ez a feladat annak, aki még nem tanult trigonometriat!




Véges id6 alatt végtelen messzire

Sokkal érdekesebb ez a feladat annak, aki még nem tanult trigonometriat!

Hujter Balint (Bp. Fazekas Gimn.) Van ilyen fiiggvény, vagy nincs? 2025. mércius 19. 15/33



Képletet fliggvényhez

ﬁ—l ha 2k < x < 2k +1
f(x) = Wl_l-i-l ha 2k — 1 < x < 2k
0 ha x = k

valamilyen k egész szdmra

,Osszetakolt fliggvény"
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Képletet fliggvényhez

y

minden valés szamot?

Es olyan f : [0,1] — R fiiggvény is van, amely végtelen sokszor vesz fel

ﬁ—l ha 2k < x <2k +1

f(x) = Wl_l-i-l ha 2k — 1 < x < 2k
0 ha x = k

valamilyen k egész szdmra

,Osszetakolt fliggvény"

Hujter Balint (Bp. Fazekas Gimn.)

Van ilyen fiiggvény, vagy nincs?

2025. marcius 19. 16 /33



Monoton 6sszeg és szorzat

Feladat

Vannak-e olyan monoton névé f és g fiiggvények, amelyekre
a)f+g b) f-g

monoton csokkend?
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Monoton 6sszeg és szorzat

Feladat

Vannak-e olyan monoton névé f és g fiiggvények, amelyekre
a)f+g b) f-g

monoton csokkend?

BEUGRATOS!

A konstans fliggvények monoton ndvének és csdkkendnek is szdmitanak.
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Szigortlan monoton 6sszeg és szorzat

Vannak-e olyan szigoriian monoton névé f és g fliggvények, amelyekre

a)f+g b)f-g

szigortian monoton csokkend?
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Szigortlan monoton 6sszeg és szorzat

Feladat
Vannak-e olyan szigortian monoton nové f és g fliggvények, amelyekre

a)f+g b)f-g

szigortian monoton csokkend?

Na ez igy mar teljes képtelenség!
Osszeg. Ha x < y, akkor

f(x) < f(y) és g(x) < gly) = f(x) +g(x) < f(x) +g(y)
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Szigortlan monoton 6sszeg és szorzat

Feladat
Vannak-e olyan szigortian monoton nové f és g fliggvények, amelyekre

a)f+g b)f-g

szigortian monoton csokkend?

Na ez igy mar teljes képtelenség!
Osszeg. Ha x < y, akkor

f(x) < fy) és g(x) < gly) = f(x) +g(x) < f(x) +&(y)

Szorzat. Ugyanez miikédik. .. vagy mégsem?

f(x) < f(y) és g(x) < gly) == f(x) - g(x) < f(x) - g(y)

Hujter Balint (Bp. Fazekas Gimn.) Van ilyen fiiggvény, vagy nincs? 2025. mércius 19. 18/33



A negativ szamok segitenek

—2<—-1 é —4<-3 de (-2)-(-4)=8>3=(-1)-(-3)

Ha f(x) és g(x) is mindig negativ érték{i és monoton nd, akkor a
szorzatuk monoton csékkenni fog.

Elég egy ilyen fiiggvény, mert lehet f = g.
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A negativ szamok segitenek

—2<—-1 é —4<-3 de (-2)-(-4)=8>3=(-1)-(-3)

Ha f(x) és g(x) is mindig negativ érték{i és monoton nd, akkor a

szorzatuk monoton csékkenni fog.

Elég egy ilyen fiiggvény, mert lehet f = g.

Ha az értelmezési tartomany

korlatos (pl. véges intervallum), 5

akkor konnyd ilyet csindlni. —1.1
] / , L /
Es ha az egész szamegyenesen

értelmezni szeretném? "{
4]

Hujter Balint (Bp. Fazekas Gimn.) Van ilyen fiiggvény, vagy nincs?

2025. marcius 19.
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Monoton nd, mindig negativ

Van-e az egész szamegyenesen értelmezett, szigorian monoton novo,
mindeniitt negativ értékii fliggvény?

-1 hax>1
f(x) = X -
x (x) {x—l hax <1

Nagyoknal ez is széba jon:

() = ~(-2)°
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Fixpont és monotonitas

Feladat

a) Van-e olyan f : [0,1] — [0, 1] monoton csokkend fiiggvény,
amelyre semmilyen x-re nem teljesiil, hogy f(x) = x?

b) Van-e olyan f : [0,1] — [0, 1] monoton novo fliggvény,
amelyre semmilyen x-re nem teljesiil, hogy f(x) = x?

y y
J[F VO [ S
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Monoton csokkend
Mit hisziink el egy grafikonnak?

F(x)=1—x

y
1
\ 1X
x = 1—+/x
(x —1)? bs
3 V5
x = 5%

Hujter Balint (Bp. Fazekas Gimn.)

Van ilyen fiiggvény, vagy nincs?

i ’

1 X
Nem ugorhatja csak gy at!

Folytonossag fogalma.

2025. marcius 19.
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Monoton csokkeno és szakad

Ki mondta, hogy , folytonos” kell?
(Nem is tudjuk pontosan, mi az...).

Hujter Balint (Bp. Fazekas Gimn.) Van ilyen fiiggvény, vagy nincs? 2025. mércius 19. 23/33



Monoton csokkeno és szakad

Ki mondta, hogy , folytonos” kell?
(Nem is tudjuk pontosan, mi az...).
y

N

1/2 1
Lehet, hogy valaki egybdl erre gondolt, de ez ritka.
Tudat alatt ragaszkodunk a folytonos fiiggvényekhez (mozgas leirdsa).

NI= N

Hujter Balint (Bp. Fazekas Gimn.) Van ilyen fiiggvény, vagy nincs? 2025. mércius 19. 23/33



Monoton novo fliggvény keresése

Biztos, hogy van olyan didkunk,
aki ezen a ponton azt gondolja,

hogy az aldbbi egy megoldas:
y

1 /
Sajnos ez a fliggvény

nem monoton novo.

1/2 1

Hujter Balint (Bp. Fazekas Gimn.) Van ilyen fiiggvény, vagy nincs? 2025. mércius 19. 24 /33



Monoton névo

Ha nincs olyan x € [0, 1], amelyre f(x) = x, akkor

biztos, hogy a sziirke vonal (y = x) felett kezdédik és alatta végzdédik.
y y
14 14

] ]

1 X 1 X

Csipjiik el az els6 pillanatot, amikor mar nincs a sziirke vonal felett.
Azaz keressiik ezt:

min{x : f(x) < x}

Vajon mindig létezik, amit kerestink?

Hujter Balint (Bp. Fazekas Gimn.) Van ilyen fiiggvény, vagy nincs? 2025. marcius 19.
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Van mindig minimum?

min{x : f(x) < x} =7

>~

1/2 1

llyenkor is van: infimum, azaz legnagyobb alsé korlat.

Hujter Balint (Bp. Fazekas Gimn.) Van ilyen fiiggvény, vagy nincs? 2025. marcius 19.
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Monoton névo, infimum

Lt Legyen t = inf{x : f(x) < x}.
Azt allitjuk, hogy f(t) = t.
o Ha f(t) =t — d lenne,
akkor a monotonitds miatt

) f(t—d) <f(t)=t—dsem
i % lenne a sziirke vonal felett.
y o Ha f(t) =t + d lenne, akkor
1 t + d is j6 alsé korlat lenne,
hiszen t < x < t + d esetén
f(x)>f(t)=t+d>x.
Mellesleg kideriilt, hogy
) min{x : f(x) < x}
: mindig létezik a monoton ndvé esetben.
i %
Hujter Balint (Bp. Fazekas Gimn.) Van ilyen fiiggvény, vagy nincs? 2025. marcius 19.
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Gondolatok a valds szamokrdl

Ez a feladat valds szamok természetérdl is szdl.
Minden halmaznak van infimuma < Arkhimédeszi és Cantor-axioma

y

1 -
Ha csak a raciondlis szamokon

értelmeznénk f-et, akkor

ellenpélda lenne.

ol f
[y
X

Hujter Balint (Bp. Fazekas Gimn.) Van ilyen fiiggvény, vagy nincs? 2025. mércius 19. 28/33



Gondolatok a valds szamhalmazokrdl

Zart intervallum helyett 14
nyilt intervallummal mas a helyzet

f :(0,1) — (0,1) mon. nodvd
fuggvény, fixpont nélkiil:

Feladat

Ven-e olyan f : (0,1) — (0, 1) szigordan monoton csokkend, folytonos
fliggvény, amelyre semmilyen x-re nem teljesil, hogy f(x) = x?

Nincs ilyen, rutinnal konny( belatni.
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Konvexitas és korlatossag

Ez a feladat meglepéen nehezen ment a didkjaimnak

Van-e olyan szigortian konvex R — R fiiggvény,
amely a) alulrél nem korlatos? b) feliilrdl korlatos?

Szigortian konvex példaul:
x> |x3 x* +3x?

(Intervallumon sok mas is,

pl. % a pozitiv szdmokon.)

% »Mosolygds / vidam fiiggvények”
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Konvexitas és korlatossag

Ez a feladat meglepéen nehezen ment a didkjaimnak

Van-e olyan szigortian konvex R — R fiiggvény,
amely a) alulrél nem korlatos? b) feliilrdl korlatos?

T Szigortian konvex példaul:

[ A x2 |x3 x* +3x2

(Intervallumon sok mas is,

pl. % a pozitiv szdmokon.)

2 X »Mosolygds / vidam fiiggvények”

A diasor legvégén olvashatd egy megoldasvazlat a feladatra.
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Osszegzés

Miért j6 ,van-e ilyen fiiggvény?” tipusat kérdezni?
o Algoritmus-végrehajtds < Példakeresés < Bizonyitas
o A fiiggvényekrdl alkotott képiink sokkal szinesebbé valik.
o A matematikat szigori szabalyok iranyitjak
— de ett6l még nagy szabadsag is van benne.

o Betekintés a kutatématematika , lelkivilagaba™.

Mikor j6 egy ,van-e ilyen fiiggvény?” tipusi kérdés?
o Messzir6l nem latszik (rosszul latszik) a valasz.

o Legjobb, ha VAN, de csak akkor taldljuk meg,
ha alaposab megértettiink valamit.

o Ha NINCS, akkor legyen érdekes a bizonyitasa.

Hujter Balint (Bp. Fazekas Gimn.) Van ilyen fiiggvény, vagy nincs? 2025. marcius 19.
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Koszonom a figyelmet!

A didk a IATEX Beamer rendszerével,
az abrak TikZ és Pgfplot segitségével késziiltek
(illetve egy esetben GeoGebraval).

Hujter Balint (Bp. Fazekas Gimn.) Van ilyen fiiggvény, vagy nincs?

2025. marcius 19.
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Megoldas — konvexitas és korlatossag

Van-e olyan szigortian konvex R — R fiiggvény,
amely a) alulrél nem korlatos? b) feliilrdl korlatos?

a) Van ilyen, kedvenc példam: f(x) = 2% + x.
(Hogyan ellendrzém, hogy konvex?)

b) Nincs. Nem konstans, ezért van x; < xp agy, hogy f(x1) # f(x2).
Feltehetd, hogy f(x1) < f(x2) (miért?).
Legyen x1, X2, X3, X4, . . . Szamtani sorozat. A szig. konvexitds miatt

f(X3) — f(Xg) > f(Xz) — f(Xl)

ill. altalaban
f(xn) > f(x1) + (n— 1) (f(x2) — (1))

Hujter Balint (Bp. Fazekas Gimn.) Van ilyen fiiggvény, vagy nincs? 2025. mércius 19. 33/33



