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Glosszárium

felületi plazmon rezonancia

A fémben lévő – a felülethez közel elhelyezkedő – vezetési elektronoknak az elektro-
mágneses tér segítségével gerjesztett hullámszerű mozgása. A felületi plazmon rezo-
nancia csak p polarizáltságú tér és egy szűk beesési szögű tartomány mellett képes
kialakulni.

Drude modell

Az optikai tartományban a fémek komplex dielektromos függvényének leggyakrabban
használt modellje. Meghatározza a fémben lévő vezetési elektronoknak az elektromág-
neses tér segítségével gerjesztett hullámszerű mozgásából adódó komplex dielektromos
függvényét. Bár a modell tisztán klasszikus mégis ameddig az a sávok közötti átme-
netek elhanyagolhatóak a modell jól illeszthető a mérési eredményekre.

Lorentz modell

A Drude modell kiterjesztése mely – bár szintén klasszikus megközelítéssel de – figye-
lembe veszi az elektronok vezetési sávjai közötti átmeneteket. Meghatározza fémekbe
a kötött elektronok külső elektromágneses tér hatására elmozduló és a kötés hatását
egy rugóként visszatérítő mozgásából adódó komplex dielektromos függvényét.

ab initio modellezés

Olyan modellezési módszer, mely során semmilyen mérési adatot nem használunk
fel. Gyakori példája a kvantumkémia számítások során használt modellek a „Hartree-
Fock”, és a „Density Functional Theory”. Természetesen közelítések és elhanyagolások
nélkül egzakt módon csak nagyon kevés és konkrét példát – többek között a hidrogén
szerű atom egy elektron problémáját – lehet megoldani.

ekvivalens áramköri modell

Olyan áramköri modell mely egyes elemei megfeleltethetőek az eredeti rendszer tulaj-
donságainak. Az ekvivalens modell alkalmazása gyakran segíti a rendszerben végbe-
menő folyamatok megértését és segítséget nyújthat az egyes paraméterek változtatá-
sainak hatásainak vizsgálatában.
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jelölésmentes („label free”) mérés

A mérni kívánt molekulák megfigyelése során nem használnak színezéket vagy fluo-
reszcens molekulákat, melyek lényegesen befolyásolhatják a mérés kimenetelét.

stimulált emisszió

A gerjesztett állapotban lévő atomok illetve molekulák egy foton hatására két koherens
foton kibocsájtása mellett visszatérnek alapállapotba. A folyamat feltétele a populáció
inverzió – azaz, hogy a gerjesztett állapotok populációja nagyobb legyen mint az
alapállapot populációja.

spontán emisszió
A termikus környezet hatására a gerjesztett állapotban lévő atomok illetve molekulák
foton kibocsájtása mellett visszatérnek alapállapotba.

vibrációs relaxáció
A termikus környezet hatására a gerjesztett állapotban lévő vibrációs módusok foton
kibocsájtása mellett visszatérnek a termikus alapállapotba. Gyakrabban nem sugárzó
átmenetnek nevezik, mivel a folyamat során keletkezett fotonokat a termikus környe-
zet hamarabb elnyeli, minthogy detektálni lehessen.

„master” egyenlet

Olyan egyenlet, vagy egyenletrendszer, mely a megfigyelni kívánt rendszer számunkra
releváns állapotait illetve állapotátmeneteit tartalmazza, és mely jó közelítéssel képes
meghatározni a valóságban végbemenő folyamatokat. Gyakran az egyenletek egysze-
rűsített modelleket tartalmaznak és az egyéb külső hatásokat, mint például a termikus
környezet csak megkötések mellett veszi figyelembe.

Rabi oszcilláció

Amennyiben az atom illetve molekula gerjesztéséhez tartozó frekvencia és a gerjesztés-
hez használt elektromágneses tér frekvenciája megegyezik vagy közel van egymáshoz
a tér intenzitása illetve elhangoltságának függvényében a kölcsönhatás az atom il-
letve molekulapályák betöltöttségének oszcillációjához vezet. Ezen Rabi frekvencia
nagyságrendekkel alacsonyabb mint a gerjesztés frekvenciája és mely megfigyelhető
az emittált fotonok időbeli alakulásából.
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Bevezetés

Napjainkban a méréstechnika és a nanotechnológia fejlődésének köszönhetően folya-
matosan jelennek meg az új módszerek, új eszközök és új kísérletek, melyekkel egyre
mélyebben ismerhetjük meg környezetünket és a benne lezajló folyamatokat. Legtöbb
esetben a fő szerepet az elektromágneses tér és az anyag kölcsönhatása játssza, mely-
nek vizsgálatához a méretek csökkenése és a mérés pontossága miatt kvantum-klasszikus
modellekre van szükség.

A kiemelkedően magas érzékenységgel rendelkező felületi plazmon rezonancia (SPR –
„Surface Plasmon Resonance”) elven működő bioszenzorok – melyek képesek megjelölés
nélkül („label free”) a molekulák detektálására – az elmúlt évtizedben jelentősen elter-
jedtek. Működésük elve bár klasszikus elektromágneses térelmélettel modellezhető, az
anyag paramétereinek meghatározásához kvantum mechanikai modellekre van szükség.
A stimulált emissziós mikroszkóp (SEM – „Stimulated Emission Microscopy”) – mely
kifejlesztésénél kifejezetten a megjelölés nélküli molekula detektálás volt a cél – a két,
különböző hullámhosszú, impulzusüzemű lézer megvilágítás segítségével képes képalkotó
diagnosztikára. A mikroszkóp modellezésénél a tér klasszikusnak tekinthető, a kölcsön-
hatás viszont kvantum mechanikai elvek felhasználásával írható fel.

Az új tudományos eredményeim egymáshoz szorosan kapcsolódnak de az eredmények
három elkülöníthető fejezetbe csoportosíthatóak:

1. felületi plazmon rezonancia szenzorok,
2. stimulált emissziós mikroszkóp,
3. komplex hullámfüggvények háromdimenziós ábrázolása.

A elektromágneses tér és anyag kölcsönhatásának vizsgálatára a tisztán kvantumos
modellek a tér dimenziószámának exponenciális növekedése miatt nem használhatóak,
a klasszikus modellek pedig pontatlanok ezért a kettő ötvözetére, a kvantum-klasszikus
módszerekre van szükség. Munkám során a későbbiekben bemutatott példákon az anya-
got kvantum elméletek (Hartree-Fock vagy Denstity Functional Theory) felhasználásával,
az elektromágneses teret klasszikus térelmélet segítségével, a köztük fellépő kölcsönhatá-
sokat pedig kvantum-klasszikus egyenletekkel felhasználásával modelleztem.
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1. fejezet

Felületi plazmon rezonancia elven
működő Kretschmann elrendezésű
bioszenzorok számítógéppel
segített tervezése

A felületi plazmon rezonancia elven működő szenzor a nagy érzékenysége miatt emel-
kedik ki a bioszenzorok közül, mely akár pár molekula jelenlétét is képes kimutatni [6]–
[8]. A szenzor érzékenységét keskeny frekvenciatartománybeli rezonancia határozza meg,
ezért fontos, hogy pontosan meg tudjuk becsülni a szenzor viselkedését, és ezáltal meg
tudjuk határozni a szenzor optimális paramétereit [9], [10]. További előnye a módszernek
ami miatt gyakran használják, hogy a molekulákat megjelölés nélkül képes detektálni,
így nincs szükség például fluoreszcens molekulák alkalmazására.

A nehézséget az okozza, hogy minden egyes molekula érzékeléséhez a szenzor paramé-
tereit újra kell tervezni [11]–[13]. A Kretschmann elrendezésű bioszenzor esetén például
figyelembe kell venni a megfelelő prizma törésmutatóját, a gerjesztés hullámhosszát, a
fémréteg megfelelő anyagának kiválasztását és vastagságát. Minden molekulaspecifikus
szenzor más és más tartományban működik optimálisan, ezért tisztán kísérleti úton költ-
séges és nehéz megalkotni.

A felületi plazmon rezonancia elven működő bioszenzorok széleskörű elterjedésével
gyors és pontos orvosdiagnosztikai vizsgálatok váltak elvégezhetővé. A számítógépek se-
gítségével ezek tervezése hatékonyabbá tehető, így egyre több molekulaspecifikus szenzor
jelenhet meg, mely tovább növelheti a felületi plazmon rezonancia elven működő bioszen-
zorok orvosi diagnosztikában betöltött szerepét.

A felületi plazmon rezonancia modellezésénél – mivel a szenzor méretei jelentősen
meghaladják a néhány nanométert – a klasszikus elektromágneses térelmélettel pontosan
leírható a jelenség, viszont figyelembe kell venni, hogy az optikai tartományban mind a
fémek, mind a molekuláris réteg erős frekvenciafüggő viselkedést mutathatnak [14]–[17].
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Plazmon rezonancia

A fém modellezésére a klasszikus Drude-, illetve Lorentz modellt használtam. Meg-
lepő, hogy bár a modellek leírása tisztán klasszikus, mégis pontosan lehet illeszteni a
mérési eredményekhez, és a számomra fontos paramétereket (magas negatív dielektro-
mos állandó, disszipáció) tartalmazza. A Drude-, illetve a Lorentz modellnek létezik
kvantummechanikai magyarázata is, mely pontos összefüggést ad többek között a hő-
mérsékletfüggésre, ám ezek hatásai a szenzor működésének modellezése szempontjából
elhanyagolhatók.

Az általam kidolgozott módszer lényege, hogy a molekuláris réteg komplex dielektro-
mos állandójának megbecslésére ab initio molekula dinamika szimulációkat használok, és
ezek segítségével a szenzor viselkedését klasszikus elektromágneses térként szimulálom.

A frekvenciafüggő dielektromos állandót két fő tényező, egyrészről a molekulák ab-
szorpciós képessége – mely során a molekula gerjesztett állapotba kerül és az elnyelt
energiát más hullámhosszon, általában infravörös tartományban sugározza vissza –, más-
részről az elektronszerkezetek polarizálhatósága határozza meg.

Az alábbi fejezetben először a plazmon rezonancia jelenségét mutatom be. Ezt köve-
tően a klasszikus elektromágneses térproblémát, az anyagállandók modelljeit és végül azt
a helyettesítő áramköri modellt vezetem be, mely lehetővé teszi a szenzor működésének
kvantitatív számolását. A szimulációkat a könnyebb összehasonlíthatóság érdekében rög-
zített paraméterek (fém anyaga, gerjesztés hullámhossza) mellett végeztem el, két hígnak
tekinthető folyadék, a víz és a metanol esetén. Végül a szenzor paramétereinek (fémréteg
vastagsága, plazmon rezonancia kialakulásához tartozó optimális szög) optimalizálása
során kapott eredményeket mutatom be.

1.1. Plazmon rezonancia

A plazmon rezonancia a fémben lévő vezetési elektronoknak az elektromágneses tér
segítségével gerjesztett hullámszerű mozgását jelenti, melyet három – térbeli kiterjedése
szerinti – csoportba sorolhatunk [7], [18], [19]: beszélhetünk lokális, felületi, illetve tér-
fogati plazmon rezonanciáról. A lokális plazmon rezonancia akkor jön létre, ha a fém
részecskéinek mérete összemérhető, vagy kisebb a gerjesztés hullámhosszánál [20], [21].
A gerjesztésük során a részecskék méretének függvényében lokálisan megnövelhető a tér-
erősség, így a leggyakoribb felhasználása a mikroszkópok esetén a fluoreszcens molekulák
abszorpciójának és emissziójának erősítése [22], [23]. A térfogati plazmon rezonancia
a térben lévő szabad elektronok rezgését jelenti, melynek feltétele, hogy a gerjesztési
frekvencia közel legyen a fém plazmon frekvenciájához (ωp). Végül felületi plazmon rezo-
nanciának nevezzük a felületi töltéssűrűség oszcillációját, mely hatására a fémfelület és
a dielektrikum határán a határfelülethez közel erős, de egyben erősen csillapított tér ala-
kul ki. Szenzoriális alkalmazások esetében leggyakrabban a felületi plazmon rezonanciát
használják, melyre a legelterjedtebb megvalósítás az Otto és a Kretschmann elrendezés
(1.1.1 ábra). Mindkét esetben a gerjesztéshez polarizált lézernyalábot használnak és a
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Makroszkópikus elektrodinamika
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1.1.1. ábra – A bal oldalon a Kretschmann, míg a jobb oldalon az Otto felületi plazmon
szenzor elrendezése látható.

reflektált nyaláb intenzitását mérhetjük egy detektor segítségével. A különbség a mérni
kívánt minta elhelyezése: míg a Kretschmann elrendezés esetén a fémréteg közvetlenül
az optika alatt és alatta a minta, addig az Otto konfiguráció esetén az optika illetve
a fémréteg között helyezkedik el. Az elrendezésből származó különbség, hogy plazmon
rezonancia kialakulásának feltétele a Kretschmann estén a fémrétegnek, az Otto esetén
a mikrofluidiaki rétegnek kell nagyságrendileg 50−200 [nm] vastagságúnak lennie [18]. A
mai modern eszközökben a fémréteg illetve a mikrofluidikai csatorna, melyen keresztül
áramlik a minta egy különálló modulra van integrálva, mely a kívánt molekula mérésnek
megfelelően kicserélhető.

1.2. Makroszkópikus elektrodinamika

Az anyag és az elektromágneses tér makroszkópikus kölcsönhatását a Maxwell egyen-
letekkel lehet leírni [24]. Homogénnek tekinthető közeg esetén külső töltés- és árammentes
estben a Maxwell egyenletek az alábbi formában írhatók fel:

rot H(r, t) = j(r, t) + ∂D(r, t)
∂t

, (1.2.1)

rot E(r, t) = −∂B(r, t)
∂t

, (1.2.2)

div B(r, t) = 0, (1.2.3)

div D(r, t) = ρ(r, t), (1.2.4)

ahol E az elektromos tér, D az elektromos eltolás, H a mágneses tér, B a mágneses
indukció, j az áramsűrűség és ρ a töltéssűrűség. A fenti egyenletek leírják adott áram- és
töltéssűrűség esetén a kialakuló elektromágneses teret. A makroszkopikus polarizálható-
ság (P) és mágnesezhetőség (M) bevezetésével az anyag és a tér kölcsönhatása az alábbi
módon írható fel:

D(r, t) = ε0E(r, t) + P(r, t), (1.2.5)

H(r, t) = 1
µ0

B(r, t)−M(r, t), (1.2.6)
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Makroszkópikus elektrodinamika

ahol ε0 és µ0 a vákuum permittivitása és permeabilitása. A továbbiakban feltesszük,
hogy az anyagok nem mágnesezhetőek, így a mágneses hatások elhanyagolhatók, azaz
M(r, t) = 0 a teljes térben és minden időpillanatban.

Lineáris, diszperziómentes, izotróp anyagok esetén az alábbi összefüggéseket kapjuk:

D = ε0εE, P = ε0χE, ε = 1 + χ,

B = µ0µB, M = χmH, µ = 1 + χm,

j = σE,
(1.2.7)

ahol χ és χm az elektromos és mágneses szuszceptibilitás.
Az elektromágneses tér lineáris anyagok esetén felírható síkhullámok szuperpozíció-

jaként, azaz:

E(r, t) =
∞∫
−∞

Ê(k, ω)e−jωt dω, (1.2.8)

ahol k a hullámvektor. Általános esetben az alábbi összefüggést kapjuk:

D(r, t) = ε0

∫ ∫
ε(r− r′, t− t′)E(r′, t′) dr′ dt′. (1.2.9)

Feltesszük, hogy a rendszerünkben minden távolság lényegesen nagyobb, mint az
anyag rácsállandója, így az anyag dielektromos tulajdonsága térben homogénnek tekint-
hető, vagyis nem függ az abszolút koordinátáktól, csak azok különbségeitől. Az időbeli
diszperzió viszont nem hanyagolható el, és ennek segítségével az anyagok frekvenciafüggő
viselkedése modellezhető, azaz a frekvenciatartományban a következő egyenletek írhatók
fel:

D(k, ω) = ε0ε(k, ω)E(k, ω), (1.2.10)

j(k, ω) = ρ(k, ω)E(k, ω). (1.2.11)

Homogénnek tekinthető közeg belsejében, amennyiben forrásmentes a tér, azaz a
töltéssűrűség a térben mindenhol nulla (ρ(r, t) = 0) a Maxwell egyenletekből kiindul-
va megalkothatjuk a hullámegyenleteket. Az 1.2.1 és 1.2.2 egyenlet rotációját képezve
eljutunk az alábbi hullámegyenletekhez:

∆H− σµ∂H
∂t
− εµ∂

2H
∂t2

= 0, ∆E− σµ∂E
∂t
− εµ∂

2E
∂t2

= 0. (1.2.12)

Amennyiben az elektromágneses tér monokromatikus, akkor a komplex amplitúdó
bevezetésével az elektromos tér E = E0ejωt, illetve a mágneses tér H = H0ejωt alak-
ban írható fel. Ebben az esetben az időbeli deriválás leegyszerűsödik (∂/∂t = jω), és a
hullámegyenletek az alábbi formában írhatók fel:

∆E− σµjωE + εµω2E = ∆E + (εµω2 − σµjω)E = 0. (1.2.13)

Bevezetve a hullámszámot (k) az alábbi Laplace egyenleteket kapjuk:

∆E + k2E = 0, ∆H + k2H = 0, (1.2.14)
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Az anyagok dielektromos függvényének meghatározása
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1.3.1. ábra – A sematikus ábrán a dielektromos függvény valós, illetve képzetes része
látható a frekvencia függvényében. Ezenfelül megfigyelhető, hogy az egyes frekvenciatar-
tományokban, mely kölcsönhatások dominálnak.

ahol
k =

√
εµω2 − σµjω =

√
ω2µ(ε+ jσ/ω), (1.2.15)

melynek a következő formában ismert a megoldása:

E(r, t) = E0ejωtejkr, H(r, t) = H0ejωtejkr. (1.2.16)

A fizika kultúrtörténetének fejlődése során az a módszertan alakult ki, hogy az ala-
csony frekvenciákon általában a vezetőképességgel, az optikai tartományban pedig a
dielektromos állandóval, vagy a törésmutatóval fejezik ki az anyagok tulajdonságát. A
komplex hullámszámhoz hasonlóan meghatározható a komplex dielektromos állandó és
a komplex törésmutató, melyekre az alábbi összefüggések írhatók fel:

k =
√
ω2µ(ε+ jσ/ω), (1.2.17)

ε̂ = ε+ jσ/ω, (1.2.18)

n̂ =
√
µ(ε+ jσ/ω)

ε0µ0
. (1.2.19)

Az optikai tartományban a komplex törésmutató értékét kísérletileg meg tudjuk hatá-
rozni, mely teljes mértékben leírja az anyag tulajdonságát, viszont figyelembe kell venni,
hogy ez mindig csak az adott hullámhosszon, azaz frekvencián érvényes.

1.3. Az anyagok dielektromos függvényének meghatározása

Az anyagok egy külső elektromágneses térre adott válaszát az atommagokhoz rugal-
masan kötött, és például a fémek esetén a vezetési sávban lévő szabad elektronok mozgása
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Az anyagok dielektromos függvényének meghatározása

határozza meg. Lineáris esetben a makroszkópikus polarizálhatóságot P = ε0χE alak-
ban írhatjuk fel. Az anyagot alkotó elektronok terét multipólusok szerint sorba fejthetjük,
és ezek szuperpozíciója adja a molekulához tartozó multipólusokat. Amennyiben nincs
külső elektromágneses tér, a molekulák multipólusai kioltják egymást, és így makroszkó-
pikusan semlegesnek tűnnek. Külső elektromos tér hatására viszont beállnak az annak
megfelelő irányba, és ebből következik, hogy Ni molekula dipólusainak átlagos értéke lesz
a makroszkópikus polarizálhatóság, azaz P =

∑
i

Ni 〈pi〉.

1.3.1. A fémek dielektromos függvénye

Amennyiben a fém kiterjedése és a gerjesztés hullámhossza is jóval nagyobb, mint a
fém rácsállandója, a térben homogénnek tekinthetjük, és ezért klasszikus frekvenciafüg-
gő komplex dielektromos állandóval ε(ω) modellezhetjük. A frekvenciafüggő viselkedését
alapvetően két folyamat határozza meg: (i) a fémen belül a vezetési sávban lévő elektro-
nok a külső tér hatására szabadon mozoghatnak, (ii) a fém sávstruktúrájának megfelelően
a kötött elektronok a fotonok elnyelésével gerjesztett állapotba kerülhetnek [18], [25], [26].

A fémek frekvenciafüggő dielektromos állandójának meghatározására a Drude-, és a
Lorentz modellek használhatók, melyek klasszikusan az egy elektron probléma megoldá-
sát adják meg, melyeket felhasználva következtethetünk a sok elektron polarizálhatóságá-
ra. A fent említett modellek bár tisztán klasszikusak, a fémek optikai tartományban való
viselkedést helyesen írják le. A modellek paramétereit a mérési eredmények illesztésével
határozhatjuk meg.

Alacsony frekvenciákon, mivel az elektromágneses térnek csak elhanyagolható része
képes behatolni a fémbe, így a fémen keresztül az elektromágneses hullám nem tud ter-
jedni, ezáltal nagymértékben visszaverődik. Éppen ezért ebben az esetben a fémek tökéle-
tes, vagy jó vezetőként írhatók le. Közeledve a látható fénytartományhoz, már figyelembe
kell venni, hogy az elektromágneses tér a fémen belül mélyebben képes behatolni, mely
a disszipáció jelentős növekedését eredményezi. Végül az ultraibolya tartományon felül a
fém dielektrikumként viselkedik, és az elektromágneses tér az elektronok sávstruktúrájá-
nak megfelelően, csillapítva terjed a fémben.

1.3.2. Drude modell

Vezető anyagok esetén a vezetési sávban lévő szabad elektronok a külső elektromág-
neses tér hatására elmozdulnak és a klasszikus modell szerint az egységnyi térfogatban
lévő n szabad elektron egy pozitív ionok által létrehozott állandó erőtérben mozog. A
modell jó közelítést ad egészen addig, ameddig az elektronátmenetek elhanyagolhatók.
Ebben a modellben az kristályszerkezet részletei és az elektron-elektron kölcsönhatások
nem játszanak szerepet. A kristályszerkezetből adódó hatásokat az elektronok effektív
tömegével, az atommagokkal való ütközéseket pedig a csillapítás bevezetésével vehetjük
figyelembe. Az elektronok a külső tér hatására oszcillálni kezdenek, melyet az elektronok
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Figure 12.2 Contribution of bound electrons to the dielectric function of gold.
The parameters used are ω̃p = 45×1014 s−1, γ = 9×1014 s−1, and ω0 = 2πc/λ,
with λ = 450 nm. The solid line is the real part, the dashed curve is the imaginary
part of the dielectric function associated with bound electrons.

Figure 12.2 shows the contribution to the dielectric constant of a metal that derives
from bound electrons.1 Clear resonant behavior is observed for the imaginary part
and dispersion-like behavior is observed for the real part. Figure 12.3 is a plot of
the dielectric constant (real and imaginary part) taken from the paper of Johnson
and Christy [6] for gold (open circles). For wavelengths above 650 nm the behavior
clearly follows the Drude–Sommerfeld theory. For wavelengths below 650 nm ob-
viously interband transitions become significant. One can try to model the shape of
the curves by adding up the free-electron (Eq. (12.6)) and the interband absorption
contributions (Eq. (12.9)) to the complex dielectric function (squares). Indeed, this
much better reproduces the experimental data apart from the fact that one has to in-
troduce a constant offset ε∞ = 6 to (12.9), which accounts for the integrated effect
of all higher-energy interband transitions not considered in the present model (see
e.g. [7]). Also, since only one interband transition is taken into account, the model
curves still fail to reproduce the data below ∼500 nm.

12.2 Surface plasmon polaritons at plane interfaces

By definition surface plasmons are the quanta of surface-charge-density oscilla-
tions, but the same terminology is commonly used for collective oscillations in
the electron density at the surface of a metal. The surface charge oscillations are
naturally coupled to electromagnetic waves, which explains their designation as
polaritons. In this section, we consider a plane interface between two media. One

1 This theory naturally also applies for the behavior of dielectrics and the dielectric response over a broad fre-
quency range consists of several absorption bands related to different electromagnetically excited resonances
[2].

1.3.2. ábra – A kötött elektrongáz dielektromos függvényének ε(ω) képzetes illetve valós
része.

üközési gyakorisága γ = 1/τ csillapít, ahol τ a szabad elektrongáz relaxációs ideje.
Egy elektron mozgása az alábbi formában írható fel a külső elektromos tér esetén:

m
∂2r
∂t2

+mγ
∂r
∂t

= eE(t). (1.3.1)

Harmonikus gerjesztést feltételezve (E(t) = E0 exp−iωt), az elektron mozgásának
megoldása az r(t) = r0 exp−iωt egyenlet, ahol r0 a komplex amplitúdó minden, a külső
tér és a válasz közötti fáziseltolódást magába foglal, azaz:

r(t) = e

m(ω2 + iγω)E(t). (1.3.2)

A polarizációs sűrűség P = −ner formában írható fel, vagyis:

P = ε0
ne2

m(ω2 + iγω)E, (1.3.3)

ahonnan az elektromos szuszceptibilitást a következő egyenlet határozza meg:

χ = −
ω2
p

ω2 + iγω
. (1.3.4)

Végül a komplex dielektromos függvényt az alábbi formában írhatjuk fel:

ε(ω) = 1−
ω2
p

ω2 + iγω
, (1.3.5)

ahol ωp a szabad elektrongáz plazma frekvenciája, melyre az alábbi összefüggés érvényes:

ω2
p = ne2

ε0m
. (1.3.6)
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1.3.3. Lorentz modell

A Lorentz modell esetén a kötött elektronok külső elektromágneses tér hatására el-
mozdulnak, és a klasszikus modell szerint a kötés hatását egy visszatérítő rugóként kép-
zelhetjük el. A Drude modellhez hasonlóan felírhatjuk a kötött egy elektronok mozgását:

m
∂2r
∂t2

+mγ
∂r
∂t

+ αr = −eE(t), (1.3.7)

ahol α egy rugóállandónak felel meg, mely igyekszik az elektront a helyén tartani.
Harmonikus gerjesztést feltételezve (E(t) = E0 exp−iωt) az elektron mozgásának meg-

oldása az r(t) = r0 exp−iωt egyenlet, ahol r0 egy komplex érték, mely a külső tér és a
válasz között minden amplitúdó és fáziseltolódást magába foglal, azaz:

r(t) = e

m(ω2 − ω2
0 + iγω)

E(t). (1.3.8)

Egységnyi térfogatban n szabad elektron mozog, így a polarizációs sűrűség P = −ner,
vagyis:

P(t) = ε0
ne2

m(ω2 − ω2
0 + iγω)

E(t). (1.3.9)

Ahonnan az elektromos szuszceptibilitást az alábbi összefüggés határoz meg:

χ =
ω2
p

(ω2
0 − ω2)− iγω

. (1.3.10)

Végül a komplex dielektromos függvény:

ε(ω) = 1−
ω2
p

(ω2 − ω2
0) + iγω

, (1.3.11)

ahol ωp a szabad elektrongáz plazma frekvenciája, melyre az alábbi összefüggés érvényes:

ω2
p = ne2

ε0m
, (1.3.12)

ω2
0 = α

m
. (1.3.13)

1.4. Kretschmann elrendezés

A Kretschmann típusú bioszenzor egy optikai, egy fém és egy molekuláris rétegből
épül fel. Adott elrendezés esetén az optikán keresztül egy lézerfénnyel megvilágítjuk a
fémréteget, és az arról való reflexiót mérjük különböző beesési szögek esetén, így lehetőség
nyílik arra, hogy az elrendezést molekulaspecifikus bioszenzorként használhassuk [27]–
[30].

Megfelelő hullámhosszú, beesési szögű és p-polarizáltságú fény esetén kialakul a plaz-
mon rezonancia – mely fémréteg elektronjainak evanescens hullámterjedését eredményezi
–, melynek hatására csökken a reflexió. A plazmon rezonancia mértéke függ az optika
anyagától, a fény hullámhosszától illetve beesési szögétől, a fém anyagától illetve vastag-
ságától és végül a molekuláris réteg időbeli alakulásától.
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1.4.1. ábra – A Kretschmann elrendezésű bioszenzor sematikus ábrája.

Az elektromágneses térproblémát a szenzor egy kis szeletében oldhatjuk meg, ahol
feltételezhetjük, hogy a gerjesztésre használt lézernyaláb jó közelítéssel síkhullámként
írható le. Az 1.4.1 ábrán látható elrendezés szerint írjuk fel a Maxwell egyenleteket, és a
megoldást az adott peremfeltételek mellett keressük. A z > a térben egy pozitív, valós
dielektromos állandójú dielektrikum, az a > z > −a részben a komplex dielektromos
függvénnyel jellemzett (Re[ε(ω)] < 0) vezető és a z < −a részben a valós dielektromos
állandójú molekuláris réteget található. Az exponenciálisan lecsengő hullám pedig az
x irányba terjed. Felületi plazmon rezonanciát csak TM módusú síkhullámmal lehet
létrehozni melyeket a három térrész esetén a következőkben ismertetett egyenletekkel
írhatunk fel.

Az elektromágneses tér komponenseit az alábbi formában írhatjuk fel a z > a tér-
részben:

Hy(z) = Aeıβxe−k3z, (1.4.1)

Ex(z) = ıA
1

ωε0ε3
k3eıβxe−k3z, (1.4.2)

Ez(z) = −A β

ωε0ε3
eıβxe−k3z, (1.4.3)

a fémrétegen belül, a > z > −a esetén:

Hy(z) = Ceıβxek1z +Deıβxe−k1z, (1.4.4)

Ex(z) = −ıC 1
ωε0ε1

k1eıβxek1z + ıD
1

ωε0ε1
k1eıβxe−k1z, (1.4.5)

Ez(z) = C
β

ωε0ε1
eıβxek1z +D

β

ωε0ε1
eıβxek1z, (1.4.6)

21

DOI:10.15774/PPKE.ITK.2015.001



A Kretschmann szenzor ekvivalens áramköri modellje

és végül a dielektrikumban, z < −a esetén:

Hy(z) = Beıβxek2z, (1.4.7)

Ex(z) = −ıB 1
ωε0ε2

k2eıβxek2z, (1.4.8)

Ez(z) = −B β

ωε0ε2
eıβxek2z. (1.4.9)

ahol A, B, C, D tetszőleges konstansok.
Az elektromos térerősség tangenciális komponense (Ex), illetve a mágneses térerősség

normális komponense (Hy) folytonosan megy át a felületen, ezért a következő peremfel-
tételeket fogalmazhatjuk meg. A z = a esetén:

Ae−k3a = Cek1a +De−k1a, (1.4.10)
A

ε3
k3e−k3a = −C

ε1
k1ek1a + D

ε1
k1e−k1a, (1.4.11)

a z = −a esetén:

Be−k2a = Ce−k1a +Dek1a, (1.4.12)

−B
ε2
k2e−k2a = −C

ε1
k1e−k1a + D

ε1
k1ek1a, (1.4.13)

Hy-nak pedig ki kell elégítenie a hullámegyenletet, azaz:

k2
i = β2 − k2

0εi, ahol i = 1, 2, 3. (1.4.14)

Megoldva a feltételekre kapott lineáris egyenletrendszert, a diszperziós reláció az
alábbi implicit alakban áll elő:

e−4k1a = k1/ε1 + k2/ε2
k1/ε1 − k2/ε2

· k1/ε1 + k3/ε3
k1/ε1 − k3/ε3

(1.4.15)

A diszperzió reláció – bár explicit módon nem fejezhető ki – adott paraméterek mellett
kiszámítható és segítségével meghatározható a plazmon rezonancia létrejötte [31].

1.5. A Kretschmann szenzor ekvivalens áramköri modellje

Megmutatható, hogy a szigetelő illetve vezető közegekben terjedő síkhullámok meg-
oldásai formailag megegyeznek a távvezetékekben terjedő hullámok megoldásaival. Az
elektromos (E) és mágneses (H) térerősségre, valamint a távvezetékek esetén a feszült-
ségre (U) és az áramerősségre (I) hasonló alakú differenciálegyenlet írható fel:

∆E− σµ∂E
∂t
− εµ∂

2E
∂t2

= 0, (1.5.1)

∆U − (CR+GL)∂U
∂t
− LC∂

2U

∂t2
−GRU = 0, (1.5.2)

∆H− σµ∂H
∂t
− εµ∂

2H
∂t2

= 0, (1.5.3)

∆I − (CR+GL)∂I
∂t
− LC∂

2I

∂t2
−GRI = 0. (1.5.4)
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1.5.1. ábra – A Kretschmann elrendezésű bioszenzor helyettesítő áramköri (távvezeték)
modellje.

A térprobléma egyes irányaiban az 1.5.1 és 1.5.2, illetve az 1.5.3 és 1.5.4 egyenletekből
kiolvashatóak az alábbi analógiai összefüggések:

E→ U, H→ I, ε→ C, µ→ L, σ → G, R→ 0. (1.5.5)

A korábbiakhoz hasonlóan, a terjedési együtthatóra és a hullámellenállásra is felírható
az analógia:

γ =
√

jωµ(σ + jωε), γ =
√

(R+ jωL)(G+ jωC), (1.5.6)

Z0 =
√

jωµ
σ + jωε, Z0 =

√
R+ jωL
G+ jωC . (1.5.7)

Kiindulva a Kretschmann elrendezésű bioszenzor elektromágneses térproblémájának
analitikus megoldásából egy áramköri (távvezeték) modellt alkottam meg, mely esetében
a három dielektromos réteg megfeleltethető távvezeték szakaszokkal. Az egyes rétegekhez
tartozó komplex impedanciák értékét az alábbi összefüggésekkel határoztam meg:

Z0 = c

ω

ε0√
ε0 − k2

0

, Z1 = c

ω

ε1√
ε1 − k2

0

, Z2 = c

ω

ε2√
ε2 − k2

0

, (1.5.8)

ahol k0 =
√
ε0 sin θ és θ a gerjesztés beesési szöge.

Mivel a gerjesztés monokromatikus fénnyel történik – azaz frekvenciája a szimuláció
ideje alatt konstans – , ezért mérve a reflexiót, modellezhetjük a bioszenzor működését:

Γ = Γ01 + Γ12e−2jβl

1 + Γ01Γ12e−2jβl , (1.5.9)

ahol β = −ω
c

√
ε1 − ε0 sin2 θ a terjedési együttható és Γ01, Γ12 az egyes távvezeték sza-

kaszok határán fellépő reflexiós tényezők.

1.6. Eredmények

A szimulációk során Kretschmann elrendezés estén egy rögzített gerjesztési frekvenci-
án vizsgáltam a fémfelületről visszaverődő fény intenzitását. A gerjesztés síkhullámának
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1.6.1. ábra – A Drude modell és a kísérleti úton mért eredmények összehasonlítása. A
folytonos görbe a komplex dielektromos függvény (ε(ω)) valós, míg a szaggatott görbe a
képzetes részét jelöli.

beesési szögét változtatva határozhatjuk meg a visszaverődött fény intenzitását, és hogy
mely szögnél alakul ki a felületi plazmon rezonancia. Továbbá a különböző molekuláris
rétegekkel végzett szimulációk esetén láthatjuk a plazmon rezonancia eltolódását. Az
összes szimuláció során a gerjesztés hullámhosszát és az optika illetve a fémréteg anya-
gát a könnyebb összehasonlíthatóság érdekében rögzítettem. A rögzített hullámhosszt
632 [nm]-nek, az optika törésmutatóját εprism = 2.28-nak, a fémréteg anyagát pedig
aranynak választottam.

1.6.1. Anyagállandók kvantitatív értékei

A fémben a vezetési elektronok viselkedését a Drude modell, a kötött elektronokét
pedig a Lorentz modell határozza meg helyesen. A fém komplex dielektromos függvé-
nyének meghatározásához vesszük a vezetési elektronok szuszceptibilitását, valamint a
különböző energiaszintekhez tartó kötött elektronok szuszceptibilitását, és összeadjuk
őket [26]:

ε(ω) = ε∞ −
ω2
p

ω2 + iγω
+

N∑
i=1

ω2
pi

(ω2
0i − ω2)− iγω

, (1.6.1)

ahol ε∞ egy konstans eltolás, mely minden nagyobb energiaátmenethez tartozó hatást
közelítőleg magába foglal.

Az optikai tartományban 500 nm felett az arany esetén az elektronátmenetek ha-
tását a legtöbb szakirodalomban elhanyagolhatónak tekintik, ezért a Drude modellt al-
kalmazzák, mely paramétereit mérési eredmények illesztéséből határozzák meg. Az 1.6.1
ábrán látható az általam is használt paraméterekhez (ε∞ = 10, ωp = 13.8 · 1015 [Hz],
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1.6.2. ábra – A molekuláris réteg dielektromos függvényének szimulált értékei láthatók
a víz és az etanol esetén.

Sűrűség (ρ) Moláris tömeg (M) Szimuláció (ε) Mérés (ε) [38]
víz 0.990 g/cm3 18.00 g/mol 1.75 1.77
etanol 0.789 g/cm3 46.07 g/mol 1.84 1.85

1.1. táblázat – A dielektromos függvény kiszámított illetve az ahhoz felhasznált para-
méterek értékei .

γ = 1.075 · 1014 [Hz]) tartozó modell és a mérési eredmények összehasonlítása.
A molekuláris réteg anyagának két egyszerű molekulát, a vizet és az etanolt vá-

lasztottam. A dielektromos függvény megalkotásához kvantummechanikai szimulációt
használtam. A GAMESS („General Atomic and Molecular Electronic Structure Sys-
tem”) ab-initio szoftvercsomagot felhasználva szimulálhatók az érzékelő réteget alkotó
molekulák. A geometria optimalizálása után szimuláltam a vibrációs módokat illetve
az elektronátmeneteket. A szimulációk során Hartree-Fock közelítést és 6-31G(d) bázis
függvény rendszert használtam. Az általam szimulált tartományban az elektronátmene-
tek és vibrációs átmenetek nem játszanak jelentős szerepet [32] a dielektromos állandó
meghatározásában, ezért azokat elhanyagoltam. Az egyetlen hatás, mely fellép az elekt-
romágneses tér hatására a molekulában lévő elektronok polarizálhatósága. Az ab-initio
szoftvercsomagok erre lehetőséget nyújtanak, így végül a frekvenciafüggő polarizálható-
ság számításához időfüggő Hartree Fock közelítést használtam [33]–[37].

Elkerülve a molekulák közötti kölcsönhatások szerepének felerősödését csak híg ál-
lapotú közegeket modelleztem, mely esetén első közelítésben feltehető, hogy a térben a
molekulák egyenletesen oszlanak el, ezért a polarizálhatóság értéke az egyes irányokban
számított értékek átlaga, azaz: 〈α〉 = 1/3(αxx + αyy + αzz). Bár a szuszceptibilitás –
ismerve az egységnyi térfogatra eső molekulák számát (N) – könnyen meghatározható a
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1.6.3. ábra – Az elektromos térerősség alakulása a bioszenzor keresztmetszetén.

χ = Nα képlet alapján, a kapott eredmény nagyságrendekkel eltért az adott molekulák
mérési eredményitől, így a folyadékok esetén a dipólus-dipólus kölcsönhatások felerősö-
dése miatt egy közelítő modellt („local field correlation”) használtam [39], [40]:

χ(ω) = Nα(ω)
1− (4π/3)Nα(ω) . (1.6.2)

Így a lineáris dielektromos függvényt az alábbi alakban írhattam fel:

ε(ω) = 1 + 4πχ = 1 + (8π/3)Nα(ω)
1− (4π/3)Nα(ω) . (1.6.3)

A molekulák számát az alábbi képlettel határozhatjuk meg:

N = NA
M

ρ, (1.6.4)

ahol NA az Avogardo-szám, M a moláris tömeg és ρ a sűrűség. A szimuláció során az 1.1
táblázatban található numerikus értékeket használtam fel.

Bár léteznek módszerek („effective medium theory [41]”, „Car–Parrinello molecular
dynamics [42]”, „Coarse-Grained Molecular Dynamics [43]”), melyek az atommagokat
illetve a molekulákat klasszikus, az elektronokat kvantum mechanikai modellek felhasz-
nálásával numerikusan képesek szimulálni a molekulák közötti kölcsönhatásokat, de az
általam vizsgált molekulák esetén összehasonlítva a mérési eredményekkel a fent említett
közelítés megfelelő eredményt (1.1 táblázat) biztosít.

A fentiek alapján kapott dielektromos értékek tisztán valósak, mivel sem az elekt-
ronátmenetek, sem a vibrációk hatására nem történik energia disszipáció. Az így kapott
eredmények alapján 632 [nm]-en a dielektromos állandó értékét víz esetén εvíz = 1.75-nek
illetve etanol esetén εetanol = 1.841-nek határoztam meg.

1.6.2. Az áramköri modell validálása

A felületi plazmon rezonancia szimulációjára az irodalomban több módszert is talál-
hatunk, mint például az időtartománybeli véges differenciák módszere („Finite-Difference
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1.6.4. ábra – Az ábrán a távvezeték modell és a CST-vel végzett numerikus szimuláció
eredményeinek összehasonlítását figyelhetjük meg, két különböző molekuláris réteg (víz,
etanol) esetén. Az x tengelyen a beesési szög az y tengelyen a reflexió mértéke látható.

Time-Domain” - FDTD) [26], [44], és Fresnel egyenletek többrétegű struktúrákhoz tar-
tozó átviteli mátrix módszer [15], [45]. Ezeken felül gyakran használnak véges differencia
illetve véges elem módszereket, melyek előnye, hogy bármilyen elrendezésre alkalmaz-
hatóak [46]. A munkám során az áramköri modell validálását a CST Microwave Studio
szoftvercsomagban készített numerikus szimulációkkal végeztem el. Mivel monokroma-
tikus gerjesztést tételezhetünk fel – azaz egyetlen frekvencián történik a gerjesztés – a
numerikus szimulációkat frekvenciatartományban végeztem az FD („Frequency Domain
simulator”) modul alkalmazásával. Mivel a gerjesztés és a fémréteg felületének normájára
merőlegesen nincs hullámterjedés, ezért a tér kiterjedése ebben az irányban mindössze 1
elemi cella – mely nagy mértékben gyorsítja a szimulációk lefutását –, míg más irányok-
ban a hullámhossz 10-szerese.

A gerjesztésre állítható beesési szögű síkhullámot használtam, és a peremeken peri-
odikus peremfeltételeket szabtam. A fentebb meghatározott dielektromos állandók fel-
használásával elvégeztem a klasszikus elektromágneses tér szimulációját. Az 1.6.4 ábrán a
helyettesítő áramköri modell eredményének és a numerikusan kiszámított értékeknek az
összehasonlítása látható. Az eredmények alapján megállapíthatjuk, hogy a modell megfe-
lelően leírja a szenzor különálló részeit, és azok viselkedésére pontos becslést ad. Ezenfelül
jól látszik, hogy a molekuláris réteg dielektromos függvényének kis változtatásának ha-
tására a minimális intenzitású visszaverődéshez tartozó szög jelentősen eltolódik.

1.6.3. A paraméterek optimalizálása

Mivel az kialakuló felületi plazmon rezonancia hatása explicit módon nem fejezhető
ki ezért numerikusan kell kiszámolni minden egyes paraméter esetére. A fent részletezett
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λ = 500 [nm]
λ = 600 [nm]
λ = 700 [nm]
λ = 800 [nm]
λ = 900 [nm]

ε = 1.500
ε = 1.625
ε = 1.750
ε = 1.875
ε = 2.000

d = 30 [nm]
d = 40 [nm]
d = 50 [nm]
d = 60 [nm]
d = 70 [nm]

1.6.5. ábra – Az egyes paraméterek (gerjesztés hullámhossza, molekuláris réteg die-
lektromos állandója, fémréteg vastagság) hatásait a beesési szög függvényében a reflektált
lézernyaláb intenzitásának változásán keresztül figyelhetjük meg.

áramköri modell legnagyobb előnye, hogy a lehetőségünk a paraméterek gyors vizsgálatá-
ra. Szemben a véges differencia módszerekkel, ahol 1000 paraméter esetén a szimulációs
idő hozzávetőlegesen 2-3 napot vesz igénybe az áramköri modell mindössze 5-10 percet.
Ezáltal lehetőségünk van akár mérési adatok (például a molekuláris réteg dielektromos
állandójának) felhasználásával megbecsülni a szenzor viselkedését. Az 1.6.5 ábrán látha-
tó pár ilyen optimalizálási feladat. Az első részábrán rögzített fémréteg vastagság és a
molekuláris réteg dielektromos állandója mellett szimuláltam a visszavert nyaláb intenzi-
tását a beesési szög függvényében különböző hullámhosszúságú gerjesztések mellett. Jól
látható, hogy a minimális reflexióhoz tartozó beesési szög a gerjesztés hullámhossz nö-
velésének hatására csökken és maga a felületi plazmon rezonancia is csak kisebb beesési
szögtartományon képes kialakulni. A következő részábrán a molekuláris réteg dielektro-
mos állandójának hatását figyelhetjük meg rögzített gerjesztés és fémréteg vastagság mel-
lett. Az eredményekből kiolvasható, hogy a dielektromos állandó kis változása is jelentős
eltérést okoz a reflektált nyaláb intenzitásának minimumához tartozó beesési szögekben.
Ez utóbbi tulajdonság biztosítja az SPR bioszenzorokat kiemelkedő érzékenységét. Végül
a fémréteg vastagságának hatását figyelhetjük meg. A fémréteg vastagsága jelentősen be-
folyásolja magának a felületi plazmon rezonancia kialakulását. Amennyiben a fémréteg
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1.6.6. ábra – Az ábrákon a reflektált hullám intenzitását figyelhetjük meg a beesési
szög függvényében különböző fémréteg vastagságok esetén. Jól látható, hogy az optimális
fémréteg vastagságot ≈ 50 [nm] környékén kaphatjuk.

túl vékony, vagy túl vastag, a plazmon rezonancia nem gerjeszthető hatékonyan és ezáltal
a bioszenzor érzékenysége is jelentősen lecsökken.
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Eredmények

A paraméterek optimalizálása során a korábban szimulált etanol esetére, vizsgáltam
különböző vastagságú fémrétegek esetében a plazmon rezonancia kialakulását. Az 1.6.6
ábrán látható, hogy az etanol esetében az optimális fémréteg vastagsága 50 [nm]-es, va-
lamint 78 foknál alakul ki legintenzívebb plazmon rezonancia.

A kidolgozott módszer lehetőséget biztosít, akár ab-initio molekula szimulációval,
akár mérési uton meghatározott molekuláris réteg esetén a gyors és hatékony paraméter
optimalizálásra és a bioszenzor viselkedésének megértésére.
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2. fejezet

A stimulált emissziós
mikroszkópia működési elve és
alkalmazási lehetőségei

2.1. A jelölésmentes („label free”) képalkotás egy új lehető-
sége: stimulált emissziós mikroszkópia (SEM)

Napjaikban a biológiai folyamatok megfigyeléséhez leggyakrabban konfokális mik-
roszkópot („Confocal Microscope”), vagy annak a továbbfejlesztett változatait használ-
ják [47]–[50]. A konfokális mikroszkópnak a korábbi fluoreszcens mikroszkópokhoz képest
lényegesen jobb a térbeli felbontása, mivel fókuszált lézernyalábot használ a gerjesztésre,
és a lumineszcens válasz detektálása során a fókuszsíkból származó fényt detektálja [31],
[51]. Mivel mindig a térnek csak egy kis részében mérünk, a teljes kép megalkotásához
végig kell pásztázni az egész térrészt. Az így elért felbontás még mindig nem elegendő a
biológiai folyamatok molekuláris szintű megfigyeléséhez. Éppen ezért a konfokális mik-
roszkópnak számos továbbfejlesztését hozták létre, mint amilyen a két-foton mikroszkóp
(„Two-photon Excitation Microscopy”), ahol a molekulák gerjesztéséhez két alacsonyabb
energiájú fotont használnak. Ennek a módszernek azonfelül, hogy a biológiai mintákat
az alacsonyabb energiájú fotonok miatt kevésbé roncsolja, további előnye, hogy jelentő-
sen megnövelhető a mikroszkóp felbontása azáltal, hogy a molekulák gerjesztése a fény
intenzitásának négyzetével arányos [52]–[54]. Egy másik módszer a felbontás javítására a
STED („Stimulated Emission Depletion”) mikroszkóp, mely esetén a molekulák gerjesz-
tését követően egy második, magasabb módusú impulzussal a fókuszpont körüli területen
található, gerjesztett állapotban lévő molekulákat stimulált emisszió segítségével kény-
szeríthetjük alapállapotba, és ily módon elérhetjük, hogy a fluoreszcens választ csak egy
lényegesen kisebb térrészből kapjuk [55]–[57].

A fenti módszerek jelentős hátránya, hogy a legtöbb esetben fluoreszcens megjelölést
kell alkalmazni a vizsgálandó molekulákhoz, melyek befolyásolhatják a mérés eredmé-
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A jelölésmentes („label free”) képalkotás egy új lehetősége

nyét – például gyakran a vizsgálni kívánt molekulánál a fluoreszcens molekula akár egy
nagyságrenddel is nagyobb lehet.

Jelölésmentes („label-free”), nem fluoreszkáló molekulák detektálására az egyik lehe-
tőség, hogy közvetlenül mérjük a molekulák abszorpcióját, majd abból következtethetünk
azok jelenlétére. Alacsony hőmérsékleten (150K) frekvencia modulálással sikerült méré-
seket végezni [58]–[60], de szobahőmérsékleten az abszorpciós spektrum kiszélesedése,
illetve a mintán a fény szóródása miatt csak nagyon speciális esetekben használható a
mikroszkóp elve. További lehetőség a nem fluoreszkáló molekulák detektálására a Raman
spektroszkópia [61]–[65], mely esetén a molekulák vibrációit, illetve rotációit figyelhetjük
meg, valamint a „Photothermal Optical Microscopy” [66], ahol két frekvenciájú lézernya-
lábot használnak, mely során az optikai tartománybeli gerjesztés az infra tartományban
történő gerjesztés – vagyis „melegítés” – hatására változik.

A fentiekhez hasonlóan a stimulált emissziós mikroszkóp („Stimulated Emission Mic-
roscopy”) [51], [67] is képes a nem fluoreszkáló molekulák közvetlen – jelölésmentes –
megfigyelésére és emellett a térbeli felbontása is megfelelő, ezért egy ígéretes módszer
lehet a jövőben, mely által lehetőség nyílhat olyan biológiailag releváns problémák vizs-
gálatára is, melyek az eddigi eszközökkel nem voltak megfigyelhetőek. A SEM hatalmas
előnye a Raman spektroszkópiával szemben, hogy virtuális helyett valós állapotok közötti
átmeneteket használ fel, ezáltal lényegesen kisebb energiájú impulzusok használhatóak,
melyek tovább csökkentik a biológiai mintára gyakorolt káros hatást. Mivel a mérés két
lézernyaláb intenzitásának szorzatától függ, elmondható, hogy annak eredménye négy-
zetesen függ az intenzitástól és ezáltal – hasonlóan más „multi-photon” technikákhoz –
növelhető a térbeli felbontása.

Lehetőség nyílhat például hatalmas fluoreszcens molekulák hozzáadása nélkül – akár
endoszkóp felhasználásával – „in vivo” mérések végzésére, valamint a keresett moleku-
lák arányának és időbeli változásának vizsgálatára [68], továbbá közelebb juthatunk ah-
hoz, hogy közvetlenül figyelhessük meg a biológiai folyamatokat. Éppen ezért a stimu-
lált emissziós mikroszkóp lehetőségeinek és határainak megértése, valamint működésének
kvantitatív megismerése napjaink fontos feladata.

Az alábbi fejezetben a SEM működési elvének ismertetése után a vibrációs módu-
sokat tartalmazó molekulapályák figyelembe vételével, a Liouville-Neumann egyenletek
és a gerjesztésekhez használt impulzus üzemű lézernyaláb klasszikus elektromágneses
modelljének felhasználásával megalkottam a fókuszpontban lezajló folyamatok „master”
egyenleteit. Egy adott molekula („crystal violet”) mérési eredményeinek felhasználásával
heurisztikusan megválasztott paraméterek mellett összehasonlítottam az általam szimu-
lált és a korábban publikált mért eredményeket [69]. Végül a szimulációs modell felhasz-
nálásával megmutattam, hogy két hasonló elektronszerkezetű, de különböző vibrációs
módusokkal rendelkező molekula esetén lehetőség nyílhat arra, hogy a mikroszkóp el-
vét – fluoreszcens megjelölés nélkül – a molekulák egymástól való megkülönböztetésére
használjuk fel.
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2.2.1. ábra – A stimulációs emissziós mikroszkóp felépítésének és működésének semati-
kus ábrája.

2.2. A SEM működési elve

A SEM működésének alapötlete – melynek felépítése a 2.2.1 sematikus ábrán látha-
tó –, hogy fókuszált lézerimpulzussal gerjesztjük a mintát, és egy késleltetett, második
lézerimpulzussal stimulált emissziót idézünk elő.

A mikroszkóp működése két részre bontható. Egyrészről a fókuszpontban lévő mole-
kulák abszorpcióját követően a termikus környezet hatására – mely a vibrációs relaxációk
és a spontán emisszió előidézéséért felelős – a gerjesztett állapotok betöltöttsége fokoza-
tosan csökken és magára hagyva, foton kisugárzása mellett alacsonyabb energiaszintre
ugrik. A fluoreszcencia mikroszkóp elvekkel ellentétben itt fényerősítést („light amplifica-
tion”) alkalmazunk, azaz nem a spontán emisszió által kisugárzott, hanem a gerjesztett
molekulák stimulált emisszióval kényszerített, megnövekedett fotonszámú fotonnyaláb-
jainak intenzitását mérjük [70]. A molekula és a tér kölcsönhatását részletesen a 2.3
fejezetben a „master” egyenletek megoldásain keresztül mutatom be.

Másrészről megfelelő mérési elrendezést kell találni, mely biztosítja a fókuszpontból
kapott foton többlet megfelelő mérését. Ez azért lényeges, mert a nyaláb fotonszámá-
hoz képest a stimulált emisszió hatására létrejövő fotonok száma a molekulák számával
arányos, ezért a mérni kívánt jel nagyon alacsony intenzitású. Min és kollégái az általuk
megtervezett mérési elrendezés során – mely a 2.2.3 sematikus ábrán látható – a térbeli
sokaság esetén ismert fényerősítés („light amplification”) helyett időbeli ismétlést hasz-
náltak a jel erősítésére [67]. A következőkben az általuk használt elrendezést ismertetem,
mely alapján munkám során vizsgáltam a jel-zaj viszony alakulását.

A gerjesztéshez, illetve a stimulált emisszióhoz használt 76 [MHz]-es, 200 [fs] FWHM
(„Full Width at Half Maximum”) széles impulzusokat „Ti-sapphire” lézerrel „mode-
locking” technikával állították elő. Ezután a lézernyalábot kettéválasztva, „Optical Para-
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2.2.2. ábra – A fluoreszcencia, illetve a stimulált emisszió folyamata látható a sematikus
ábrán. A fluoreszencia estén a gerjesztést követően, a vibrációs relaxációk után, spon-
tán emisszió során a molekula a gerjesztéshez használt fotonnál kisebb energiájú fotont
bocsájt ki. A stimulált emisszió estén a vibrációs relaxációk ideje alatt egy külső foton
hatására két azonos állapotú foton keletkezik.

metric Oscillator”-ok felhasználásával a gerjesztéshez fixen 590 [nm]-es, illetve a stimulált
emisszióhoz – a mérés során 600 − 680 [nm] között változtatható – 660 [nm]-es hullám-
hosszra állították be, mely utóbbinak a mérés során a késleltetését is változtatták. Érde-
mes a stimulált emisszió kiváltásához nagyobb intenzitású fényt használni, mivel a cél,
hogy a gerjesztés során megközelítsük a teljes szaturációt, ellenben a stimulált emisszi-
ónál elérjük, hogy minden gerjesztett állapotban lévő molekula visszaugorjon az alap-
állapotba. A gerjesztéshez használt impulzusokat modulálták egy négyszög függvényű
5 [MHz]-es „acousto-optical modulator (AOM)”-ral.

Az kapott nyalábok felhasználásával egy mikroszkóp pásztázó tükrein, optikáin, a
mintán és a sávszűrő filteren – mely csak a stimulált emisszióhoz tartozó frekvenciájú fo-
tonokat engedi át – keresztül a fotonok intenzitását egy erősítőt tartalmazó fotodiódával
mérték. A beépített „transimpedance amplifier” erősítő használatával előfeszítés nélkül
(Vbias = 0) a dióda szivárgási áram („dark current”) hatása eliminálható.

A „mode-locking” technikával előállított impulzusok esetén az amplitúdó, illetve az
impulzusszélesség („timing jitter”) zaja figyelhető meg [71]–[73]. Az impulzusszélesség
fluktuációja a mikroszkóp működése tekintetében elhanyagolható. Az amplitúdó fluktu-
ációját alacsony frekvencián (< 1 [MHz]) az 1/f zaj, magas frekvencián (> 1 [MHz]) a
fotonszám várható értéke körüli zaj („photon noise”) határozza meg. Adott T időinterval-
lumon a fotonok számának várható értéke 〈n〉 = ΦT , ahol a foton fluxus várható értéke
(„mean photon flux”) a P optikai teljesítmény mellett Φ = P/hν. Tegyük fel, hogy az
impulzust fotonsokaság alkotja, és jó közelítéssel monokromatikus koherens sugárzásnak
tekinthetjük. Ebben az esetben fotonok száma a Poisson eloszlás szerint határozható
meg, mely esetén a variancia megegyezik a várható értékkel (σ2

n = 〈n〉), és így a jel-zaj
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2.2.3. ábra – Az (a) részábrán a mérés során a gerjesztéshez és a stimulált emisszióhoz
használt impulzusok, illetve a mérendő jel időbeli eloszlása látható. A (b) részábra a
gerjesztéshez használt impulzusok előállításának és a mérési elrendezés sematikus ábrája.

viszony („signal-to-noise ratio”) az alábbi formában határozható meg [74], [75]:

SNR = 〈n〉
2

σ2
n

= 〈n〉. (2.2.1)

Tegyük fel hogy a detektorban a termikus zajt („thermal noise”) – mely a rezisztív
komponensek esetén jelentkezik –, és a szivárgási áram zaját („dark current”) – mely
az átlagos fotóáram körül fluktuál – elhanyagolhatjuk és ezáltal a fotodióda áramát a
detektált fotonok árampulzusainak szuperpozíciójaként határozhatjuk meg. Figyelembe
véve az elektron-lyuk generálásának hatásfokát (η), a foton sokaság véletlenszerűsége az
elektromos áram fluktuációját okozza, melyet gyakran „shot” zajnak hívnak. Adott T
időintervallumon az áram várható értéke 〈i〉 = (e/T )η〈n〉 és varianciája σ2

n = (e/T )2ησ2
n

melyek felhasználásával a jel-zaj viszony meghatározható:

SNR = 〈i〉
2

σ2
n

= η〈n〉 = ηΦT = η
Φ

2B , (2.2.2)

ahol B = 1/(2T ) a detektor sávszélessége.
A mérni kívánt jel az N molekula által, a stimulált emisszió hatására megnöveke-

dett fotonszám volt. A mérés során a nehézséget az okozza, hogy nagy (107) fotonszám
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mellett kell detektálni az N foton jelenlétét, mely kisebb, mint maga az impulzus fluk-
tuációja pulzusról pulzusra. A mérés során először gerjesztés nélkül, majd azt követően
gerjesztéssel mérhető a stimulált emisszióhoz tartozó lézernyaláb intenzitása, melyek kü-
lönbségéből lehet következtetni az adott molekula jelenlétére. Az AOM modulációnak
köszönhetően a fotodióda jelét „locked-in amplifier” felhasználásával differenciálisan erő-
síthetjük és mellesleg kiszűrhetjük a nyaláb intenzitásváltozásait, melyeket a mintában
az abszorpciós és egyéb szóródási folyamatok okozhatnak.

A megfelelő detektálás (SNR = 1) érdekében a feljebb említett mérést sokszor el
kell végezni és a végső eredmény a mérések átlaga lesz. A mérés során az m darab
ismételt mérést követően az differenciálisan erősített jel várható értéke 〈N〉 = ηmN és
varianciája σ2

N = ηm〈n〉, melyek felhasználásával a jel-zaj viszony az alábbi összefüggéssel
határozható meg:

SNR = 〈N〉
2

σ2
N

= η
mN2

〈n〉
. (2.2.3)

A mérések ismételt elvégzésével elérjük, hogy a mérendő jel nagyobb legyen, mint a
zaj, azaz a megismételt mérések számának eleget kell tennie az alábbi feltételnek:

m >
〈n〉
ηN2 . (2.2.4)

A fentiekből következik, hogy például N = 107 fotonszám, η = 0.5 kvantumhatás-
fok mellett 〈n〉 = 20 molekula válaszának detektálásához minimum 5 · 104 pulzusra van
szükség, de még ebben az esetben is egy teljes mérés összesen ≈ 0.6 [ms] időt vesz igény-
be. Az impulzusok gyakorisága még nagyságrendekkel növelhető [68], mely segítségével
gyorsabb pásztázást, vagy nagyobb érzékenységet érhetünk el.

2.3. A SEM dinamikájának „master” egyenlete

Eleinte meglévő kvantum-klasszikus modellekkel szerettem volna megoldani a mik-
roszkóp működésének szimulációját. Az egyes részfeladatokra – mint amilyen az elektro-
mágneses tér, illetve a molekula közötti kölcsönhatás modellezése, a vibrációs módusok
stacionárius állapotainak meghatározása, stb. – ugyan léteznek jól használható modellek
[31], [76], [77], de ezek kombinálásával sem sikerült megfelelő modellt létrehozni a SEM
mikroszkóp komplex viselkedésének leírására. A fluoreszcens mikroszkópok működését
szemléltető modellek általában csak négy állapotot vesznek figyelembe: az alapállapotot,
a gerjesztett állapotot és a hozzájuk tartozó, nem sugárzó átmenetek egy-egy állapo-
tát. A SEM modellezéséhez ezzel ellentétben, egy több állapotú modellre van szükség,
mivel a lezajló folyamatok éppen a vibrációs állapotátmenetek dinamikájától, és nem a
stacionárius állapotok betöltöttségétől függnek.

Ezt követően perturbáció számításon alapuló modelleket [78]–[80] vizsgáltam meg,
melyek esetén bár az elektromágneses tér és anyag kölcsönhatása részletesen ki van dol-
gozva, a termikus környezettel való kölcsönhatás vagy csak speciális esetekre, vagy túl-
ságosan komplikált, nehezen értelmezhető módszerekkel oldható meg. Végül a „cavity
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QED” [81], [82], illetve sűrűségmátrix formalizmusával [83]–[87] sikerült megalkotnom
a vibrációs módusok dinamikájának, illetve az optikai gerjesztés időbeli dinamikájának
együttes rendszerét.

A mikroszkóp működési modelljének szimulációjához kvantum-klasszikus modellt al-
kalmaztam, mely esetén a fényt, mint klasszikus elektromágneses teret, az anyagot pedig,
mint kvantum mechanikai rendszert modelleztem. A termikus környezet hatását (spontán
emisszió, vibrációs relaxációk), illetve az állapotok betöltöttségének időbeli dinamikáját
a Liouville–von Neumann egyenletekkel határoztam meg. Bár a gerjesztés térfogatában
kevés molekula van jelen – így nem tételezhetünk fel molekulasokaságot –, de mivel méré-
seket azonos kezdeti feltételekkel sokszor végezzük el és az eredményt ezek átlaga képzi,
a sűrűségmátrix formalizmusa alkalmazható.

A kvantum mechanikai modellben a Born-Oppenheimer közelítést felhasználva az
alap- és gerjesztett állapotot, illetve a vibrációs módusokhoz tartozó, jó közelítéssel har-
monikus oszcillátorokként modellezhető függvényrendszert vettem figyelembe. Első köze-
lítésben a vibrációs módusok közötti kölcsönhatásokat elhanyagolhatjuk. A gerjesztéshez
használt elektromágneses tér a nagy fotonszám miatt klasszikusan modellezhető, és a
kölcsönhatás, mivel annak hullámhossza lényegesen nagyobb, mint a molekula mérete,
dipólus kölcsönhatásként (Hint = −d ·E) modellezhetjük („electric dipole approxima-
tion”). A kölcsönhatások mindegyike gyenge kölcsönhatás, azaz a zárt rendszer saját
állapotait nem változtatja, csak perturbálja azokat. Az fentieknek megfelelően felírhat-
juk a teljes rendszer Hamilton operátorát:

H(t) = Hsys + Henv + Hsys−env + He(t) + Hs(t), (2.3.1)

aholHsys a zárt rendszernek,Henv a környezetnek („thermal bath”),Hsys−env a környezet
és a molekula kölcsönhatásának, He(t) a gerjesztés hatásának és végül Hs(t) a stimulált
emisszió hatásának Hamilton operátora. Továbbá a fenti operátorok az alábbi formában
írhatóak fel:

Hsys = 1
2~ωaσz +

∑
k

~ωvk a†vk avk , (2.3.2)

ahol az elektronátmenethez az ωa = (Ee −Eg)/~ frekvencia, valamint a σz Pauli operá-
tor, továbbá a vibrációs módusokhoz ωvk frekvencia, valamint a†vk és avk , a kreációs- és
annihilációs operátorok tartoznak. Feltételezve, hogy az egy-foton gerjesztések hatására
az állapotátmeneteket mind az elektron, mind a vibrációs módusok esetén figyelembe
vesszük és felhasználva a dipólus közelítést a kölcsönhatás operátorokat az alábbi formá-
ban határozhatjuk meg:

He(t) = −d ·Ẽe(t) = −dij S Ẽe(t), (2.3.3)

Hs(t) = −d ·Ẽs(t) = −dij S Ẽe(t), (2.3.4)

S = (σ+ + σ−)(I +
∑
k

∑
i

(a† ivk + aivk)), (2.3.5)
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ahol σ+ és σ− az elektronátmenetekhez tartozó Pauli operátor, dij az i és j állapotok
közötti átmenetekhez tartozó dipólus momentumok („transition dipole moment”). Az Ẽs
és Ẽe a gerjesztésekhez tartozó klasszikus elektromágneses tér, mely az alábbi formában
írható fel:

Ẽs(t) = Re[As(t)E0,se
−jωst] = As(t)

1
2E0,s(e−jωst + ejωst), (2.3.6)

Ẽe(t) = Re[Ae(t)E0,ee
−jωet] = Ae(t)

1
2E0,e(e−jωet + ejωet), (2.3.7)

ahol E0,s és E0,e sz impulzusok maximális térerőssége, As és Ae az impulzusokat leíró
burkológörbe, melyek rendre:

As(t) = e
−4 ln 2

(t−t0,s)2

2τ2
s , (2.3.8)

Ae(t) = e
−4 ln 2

(t−t0,e)2

2τ2
e , (2.3.9)

ahol t0,s és t0,e az impulzusok késleltetése, τs és τe az impulzusok intenzitásainak feléhez
tartozó szélességei („FWHM - Full Width at Half Maximum”).

A Rabi frekvenciák bevezetésével, melyek az alábbi formában határozhatjuk meg:

Ωij,e = dijE0,s
~

, (2.3.10)

Ωij,s = dijE0,e
~

, (2.3.11)

a kölcsönhatás operátora az alábbi formában írható fel:

He(t) = −~Ωij,e SAe(t)
1
2(e−jωet + ejωet). (2.3.12)

Hs(t) = −~Ωij,s SAs(t)
1
2(e−jωst + ejωst). (2.3.13)

Az egyes átmenetekhez (2.3.1 ábra) tartozó Rabi frekvenciák magukban foglalják, mind
az elektromos, mind vibrációs átmenetek együtthatóit. A mikroszkóp modellezésének te-
kintetében talán a legjelentősebb paraméter. Megszabják az abszorpció illetve emisszió
lehetséges átmeneteit illetve azok intenzitását, melyek minden egyes molekula esetén el-
térők lehetnek. Helyes paraméterek választása esetén modellezhető az abszorpciós illetve
emissziós spektrum frekvencia eltolódása is. A vibrációs módusok átmeneteit első közelí-
tésben a gerjesztett állapothoz tartozó vibrációs módusok eltolódása határozza meg [76],
[88]–[91] – melyet gyakran Franck–Condon faktornak neveznek.

Végül az A.2 függelékben ismertetett termikus környezet és harmonikus oszcillátor
[92], [93], illetve az A.3 függelékben ismertetett termikus környezet és a kétállapotú atom
közötti kölcsönhatást leíró modelleket felhasználva megalkothatjuk a rendszer „master”
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σ+

σ−

σ+a
† σ+a

σ−a
† σ−a

σ+a
† 2σ+a

2

σ+a
† 2σ+a

2ωa

ωv

E

ωv

2.3.1. ábra – A kétállapotú atom, illetve a vibrációs módus energiadiagramja és az
energiaszintek közötti átmenetek.

egyenletét az alábbi formában:

d

dt
ρ = − i

~
[Hsys +He(t) +Hs(t), ρ]

+ γ

(
ssp ρ s†sp−

1
2 s†sp ssp ρ−

1
2ρ s†sp s

)
+
∑
j

κvj (1 + n(th)
vj )

(
avjρa

†
vj −

1
2a
†
vjavjρ−

1
2ρa

†
vjavj

)

+
∑
j

κvjn
(th)
vj

(
a†vjρavj −

1
2avja

†
vjρ−

1
2ρavja

†
vj

)
, (2.3.14)

ahol γ a gerjesztett és alapállapot közötti spontán emissziót, κvj a vibrációs átmenetek-
hez tartozó együttható a relaxációs, illetve termikus excitáció esetén és n(th)

vj adott T
hőmérsékleten a vibrációs módushoz tartozó fotonok számának várható értéke. A spon-
tán emisszió operátora – a fentieknek hasonlóan – függ a megengedett állapotmenetektől
és melyet az alábbi forméban írhatunk fel:

ssp = dijσ−(I +
∑
k

∑
i

(a† ivk + aivk)) (2.3.15)

A mikroszkóp modellezéséhez elengedhetetlen az impulzusok hatásainak (abszorp-
ció, emisszió) meghatározása. A nehézséget az okozza, hogy a „cavity QED” korrelációs
módszerei [48], [83] a nem harmonikus klasszikus elektromágneses tér használata miatt,
illetve a klasszikus megközelítés az impulzusok átlapolódása miatt nem alkalmazhatóak.
Viszont felhasználva a sűrűség mátrix operátor nem diagonális elemeit meghatározha-
tó, hogy az egyes gerjesztések milyen mértékben változtatják meg a gerjesztet illetve
alapállapotok betöltöttségét, melyeket az alábbi formában határozhatjuk meg:

se(t) = Im(Tr[ρ(t) s↑e(t)− s↓e(t)ρ]) ss(t) = Im(Tr[ρ(t) s↑s(t)− s↓s(t)ρ]) (2.3.16)

ahol
s↑e(t) = 1

~
Ωe,ijσ+(I +

∑
k

∑
i

(a† ivk + aivk))Ae(t)
1
2e
−jωet, (2.3.17)

s↓e(t) = 1
~

Ωe,ijσ−(I +
∑
k

∑
i

(a† ivk + aivk))Ae(t)
1
2e

jωet, (2.3.18)
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2.3.2. ábra – A SEM modell futtatása idealizált paraméterek mellett.

s↑s(t) = 1
~

Ωs,ijσ+(I +
∑
k

∑
i

(a† ivk + aivk))As(t)
1
2e
−jωst, (2.3.19)

s↑s(t) = 1
~

Ωe,ijσ−(I +
∑
k

∑
i

(a† ivk + aivk))As(t)
1
2e

jωst, (2.3.20)

melyek időbeli integrálásával meghatározhatjuk a szimuláció alatt az abszorpció és
emisszió mértékét:

Se = −
t∫

0

se(t) dt, Ss = −
t∫

0

ss(t) dt, (2.3.21)

A pozitív érték az alapállapot betöltöttségének növekedéséhez tartozik, azaz az impulzus
hatására stimulált emisszió és ennek megfelelően negatív érték esetén abszorpció jön
létre.

Az 2.3.2 ábrán a modell futtatásának eredménye látható idealizált paraméterekkel
(ωa = 5, ωv = 0.5) mellett. A gerjesztésekhez különböző térerősségű impulzust használ-
tam (Ωe = 0.14, Ωs = 0.5, t0,e = 60, t0,s = 160, τe = 20, τs = 20), melyek frekvenciáját
az alábbi formában határoztam meg:

ωe = ωa + ωv, ωs = ωa − ωv (2.3.22)

Abszolút nulla hőmérsékleten csak a relaxációs folyamatokat (κ = 1/15, γ = 1/250)
figyelem véve az összes alapjelenség megfigyelhető. Az első impulzus hatására az alap-
állapotból – a gerjesztés frekvenciájánál lényegyesen kisebb – Rabi frekvenciának meg-
felelően a gerjesztett állapot betöltöttségének valószínűsége megnő. Ezzel egy időben a
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2.4.1. ábra – A stimulált emissziós mikroszkóp – Min és munkatársai által publikált –
mérési eredményei.

gerjesztett állapot vibrációs módusának betöltöttsége is nő. Megfigyelhető a két relaxáció
hatása, azaz a gyors vibrációs relaxáció a vibrációs módus gerjesztését követően, illet-
ve a lényegesen lassabb a spontán emisszió mely a gerjesztett állapot betöltöttségének
csökkenéséhez vezet. A második impulzus hatására – a nagy térerősség miatt – a Rabi
frekvenciájának megfelelően oszcillálva tér vissza az alapállapotba.

2.4. Az irodalomban közölt kísérletek elemzése

A későbbiek során a saját munkám validálására Min és munkatársai által publikált
eredményeket [67] használtam fel, melyeket a 2.4.1 ábra foglal össze. Az (a) részábrán a
rögzített koncentrációjú „crystal violet” (60 [µM]) víz keverék mellett a gerjesztéshez, il-
letve a stimulált emisszió kiváltásához használt lézer intenzitásának szorzatát változtatva
mérték a stimulált emisszió válaszát. Látható, hogy a mérés kimenetele az intenzitások
szorzatával arányosan, lineárisan nő. A (b) részábrán rögzített hullámhosszok mellett –
590 [nm] a gerjesztéshez, illetve 660 [nm] a stimulált emisszió kiváltásához – a két im-
pulzus késleltetésének változtatásával végezték a méréseket. Az impulzusok szélessége
és az ebből fakadó átlapolódás miatt a negatív értékeknél is kapunk eredményt. Jól
látható, hogy az impulzusok késleltetése a mérés szempontjából az egyik meghatározó
tényező. Amennyiben túl kicsi a késleltetés, a molekulák csak alacsony valószínűséggel
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találhatóak gerjesztett állapotban, amennyiben viszont túl nagy, a spontán emisszió ha-
tására visszatértnek az alapállapotba. Az ábra (c) részén szintén egy jelentős mérési
eredmény található, mely során a gerjesztéshez használt lézer hullámhossza (590 [nm]),
illetve az impulzusok közötti késleltetés (0.3 [ps]) rögzítése mellett változtatták a stimu-
lált emisszióhoz használt lézer hullámhosszát. Végül pedig a (d) részábrán a koncentráció
változásának lineáris hatása látható.

A „crystal violet” molekula modellezéséhez ab-initio szimulációkat végeztem. A geo-
metriai optimalizálást (DFT 6-31G*) követően meghatároztam a vibrációs módusokat.
A mérési adatokkal [94] való összehasonlításnál (2.4.2 ábra) az egyes módusokat Lorentz
függvények felhasználásával ábrázoltam. A mikroszkóp modellezéséhez – mint majd ké-
sőbb látni fogjuk – nem magára az infravörös spektrumra, hanem a vibrációs módusok
meglétére van szükség. Az gerjesztett állapotok számítása esetén az ab-initio szimulációs
eredmény (TDDFT CIS 6-31G*) jelentősen eltért az irodalomban fellelhető mérési ered-
ményektől [95], ezért az alap- és gerjeszetett állapotátmenethez tartozó hullámhosszat
heurisztikusan 623 [nm]-nak választottam. A mérési adatokkal [95] való összehasonlí-
tásnál (2.4.3 ábra) a vibrációs módusok, Franck-Condon faktor és Lorentz függvények
felhasználásával ábrázoltam. A Franck-Condon faktor értékeinek, – mely a gerjesztés ha-
tására a lehetséges átmenetek intenzitását írja le – idealizált értékeket használtam, azaz
a gerjesztés hatására a vibrációs módusok n-edik állapot esetén csak az n + 1 vagy az
n− 1 állapot között létezik átmenet.

Az általam elvégzett összehasonlítások csak heurisztikus közelítése a valós mérés mo-
dellezésére és túlmutatnak ezen disszertáció témájánál, viszont a mikroszkóp modellezé-
sénél a vibrációs módusok frekvenciáit illetve az alap- és gerjesztett állapotátmenethez
tartozó hullámhossz értékeit illetve a Franck-Condon faktort használtam a molekula mo-
dellezésére.

2.5. A szerző által kidolgozott új modell

A modellben a tér dimenziószáma a vibrációs módusok állapotaink számával (N)
lineárisan, ellenben a módusok számával (nv) exponenciálisan növekszik. A következők-
ben kihasználjuk, hogy a „master” egyenletben a módusok közötti kölcsönhatásokat nem
vesszük figyelembe, és a szimuláció során csak azokkal a módusokkal szükséges számol-
nunk, amelyekhez tartozó átmeneti frekvencia a gerjesztés frekvenciájával összemérhető.
Továbbá az impulzusok szélessége (τFWHM = 300 [fs]) miatt a sávszélességük mindössze
λFWHM ≈ 2 [nm], ezért feltehetjük hogy a gerjesztések frekvenciáihoz csak a legközelebb
eső átmenetek dominálnak, így a többit elhanyagolhatjuk, ezáltal jelentősen csökkent-
hetjük a szimulálandó tér dimenziószámát.

Matlabr környezetben egy modul rendszert alkottam meg, mely részletesebb leírása
az A.6 függelékben olvasható. A rendszer segítségével a fenti paramétereket alkalmaz-
va végeztem a numerikusan számításokat. Egy paraméter konfiguráció számítása jelen
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és az ab initio szimulációs eredménye.
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2.4.3. ábra – A „crystal violet” mért abszorpciós és a vibrációs módusok és Franck-
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A szerző által kidolgozott új modell

esetben a kétállapotú atom és N = 10 energiaszint esetén az állapottér 20 · 20 nagységú
azaz 400 differenciálegyenletet kell kiszámolni. Bár időbeli evolúciót a beépített „ode45”
függvény adaptív lépésközzel valósítja meg, nagyságrendileg 104 − 106 lépésközzel fut le
egy szimuláció. A paraméterek analíziséhez közel kétezer paramétert használtam. Kö-
szönhetően a modelben használt közelítéseknek, a modern Matlab függvényeknek (ritka
mátrixok műveletei, ode45) és többprocesszoros számítógépeknek egy paraméterkonfigu-
ráció esetén sikerült nagyságrendileg 1-2 perces futási időt elérni.

Egy adott molekulából és két gerjesztésből álló rendszer esetén két folyamatot kü-
lönböztethetünk meg, melyek során vagy mindkét gerjesztés különböző, vagy egyazon
vibrációs módusokkal hat kölcsön. A mikroszkóp viselkedésének tekintetében a két eset
jelentősen nem tér el. Az egyetlen különbség a különböző vibrációs módusok esetén, hogy
a külső gerjesztés hatására csak az egyik vibrációs módus történik állapotátmenet ezáltal
a stimulált emisszió kiváltásánál a gerjesztett állapot vibrációs relaxációja nem játszik
szerepet. A továbbiakban az egszerűség kedvéért feltesszük, hogy a gerjesztés (ωe) és a
stimulált emisszió (ωs) frekvenciája éppen a kétállapotú atom (ωa) és vibrációs módus
frekvenciájának (ωv) az összegének és különbségének felel meg, azaz

ωe = ωa + ωv, ωs = ωa − ωv. (2.5.1)

A szimulációk során kezdeti állapotnak az alapállapotot választottam, mely esetén a
termikus egyensúlyban lévő vibrációs módus energiaszintjeinek betöltöttségét az adott
T hőmérsékleten a Maxwell-Boltzmann statisztikának megfelelően állítottam be.

A gerjesztéshez, illetve a stimulált emisszió kiváltásához a fókuszpontban használt,
részben átlapolódó impulzusok klasszikus elektromágneses modelljének megalkotásához
a Gauss nyaláb közelítését (A.5 függelék), illetve a sok-foton feltételezést használtam.
Az impulzus elektromos terének időbeli alakulása – az impulzus szélessége miatt – sűrű
harmonikus függvény, melynek burkolóját egy Gauss függvény írja le.

A szimulációk során egyrészt Min és munkatársai által publikált paramétereket [67],
másrészt a folyamatokra jellemző, heurisztikusan megválasztott paramétereket (γ, κv)
használtam, melyek értékeit a 2.1 táblázat foglalja össze.

Az alap-, illetve a gerjesztett állapotok betöltöttségének valószínűsége a 2.5.1 ábrán
látható, melyen a gerjesztés hatására a molekula az alapállapotból egy gerjesztett álla-
potba kerül. A Rabi frekvencia helyes megválasztásával elérhetjük, hogy – az ismételt
méréseknek megfelelően – a gerjesztett állapotok betöltöttsége nagyobb legyen, mint az
alapállapotoké. A folyamat lényegében megegyezik a „single molecular laser”-eknél is-
mert populáció inverzióval. A második, késleltetett impulzus előidézi a még gerjesztett
állapotok, stimulált emisszió hatására történő rekombinációját. Látható továbbá a las-
sabb spontán emisszió hatása is, mely az elektromos gerjesztett állapotok alapállapotba
való visszatérését okozza.

A vibrációs módusok modellezésével válik lehetővé, hogy a stimulált emissziónál hasz-
nált impulzus frekvenciája kisebb lehessen, mint a gerjesztésé. A vibrációs relaxációk mo-
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2.5.1. ábra – A SEM modell időbeli dinamikája.
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A szerző által kidolgozott új modell

paraméter érték megnevezés
T 298 [K] hőmérséklet
λa 623 [nm] kétállapotú atom energiakülönbsége
γ 1 spontán emisszió együttható
λv 1126 [nm] vibrációs módus frekvenciája

[
cm−1

]
κv 5 vibrációs módus disszipációja
λe 590 [nm] gerjesztés hullámhossza
λs 660 [nm] stimulált emisszió hullámhossza
Ωe 12 gerjesztés Rabi frekvenciája
Ωs 12 stimulált emisszió Rabi frekvenciája
τe 0.2 [ps] gerjesztés impulzusszélessége
τs 0.2 [ps] stimulált emisszió impulzusszélessége
t0,e 0 gerjesztés késleltetése [ps]
t0,s 0.15 [ps] stimulált emisszió késleltetése

2.1. táblázat – A szimuláció során használt paraméterek értékei.

dellezésével érhető el, hogy a stimulált emisszió kiváltásához használt, második impulzus
esetén a gerjesztés hatása jelentősen lecsökkenhessen, mert az impulzus frekvenciája mi-
att a legalacsonyabb energiaszinthez – melynek betöltöttségének várható értéke a legma-
gasabb – nem tartozik megengedett átmenet. A 2.5.1 ábrán a vibrációs módus várható
értékét, illetve az egyes energiaszintek betöltöttségének valószínűségét figyelhetjük meg.
A gerjesztés hatására a vibrációs módus legalacsonyabb energiaszintjének betöltöttségi
valószínűsége csökken, míg a magasabb energiájú szinteké megnő, ezáltal a várható érté-
ke is nő. A stimulált emisszió hatására az energiaszintek nem változnak, csak a vibrációs
relaxáció hatása figyelhető meg.

Mivel a sűrűségoperátor formalizmus a lehetséges állapotok betöltéséken valószínű-
ségeit határozzák meg a modellből közvetlenül következik – többek között azért is mert
egyik felhasznált paraméter sem koncentráció függő –, hogy a szimuláció eredménye li-
neárisan függ a molekula sokaság koncentrációjától.

A 2.5.2 ábrán látható, hogy a kísérleti eredményeknek megfelelően, hogy a gerjeszté-
sek térerősségét együttes változtatásával közel lineáris viselkedést figyelhetünk meg egé-
szen addig míg a Rabi frekvencia alatti ideig történik a gerjesztés. Nagy térerősség esetén
már a gerjesztés ideje alatt stimulált emisszió hatására a gerjesztett állatot betöltöttsége
csökkenni kezd.

Változtatva a vibrációs módus frekvenciáját (ωv) látható, hogy közvetlenül nincs
hatással a modell viselkedésére. A stimulált emisszió mértékének változását szobahőmér-
sékleten csak a vibrációs módus energiaszintjeinek betöltöttségének – és ezáltal a kezdeti
értékek (ρ0) illetve a módus várható fotonszámának (n(th)

v ) – kis különbségei okozzák.
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2.5.2. ábra – Paraméterek hatásainak vizsgálata.
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Természetesen a valóságban minden vibrációs módushoz más relaxációs (κ) állandó tar-
tozik, melyek viszont már jelentősen befolyásolja a modell viselkedését.

Az időbeli dinamikát leginkább a relaxációs tényezők (κ, γ) és a gerjesztés para-
méterei határozzák meg. Megfigyelhető, hogy a vibrációs relaxáció (κ) növekedésével a
gerjesztett állapotban gyorsan végbemegy a relaxáció és így a stimulált emisszió alakulá-
sánál az impulzus késleltetés függvényében a lassabb spontán emisszió dominál. A spon-
tán emissziós tényező (γ) növekedése a stimulált emisszió intenzitásának csökkenéséhez
vezet. Végül látható, hogy a stimulált emissziós nyaláb szélessége (τsti) esetén amennyi-
ben túl széles a stimulált emisszió intenzitása az impulzus késleltetésének függvényében
kiszélesedik illetve amennyiben túl keskeny csúcsintenzitása lecsökken.

Jelen dolgozat témája a mikroszkóp működési elvének modellezése volt, így a mole-
kula modellezés – többek között a nem idealizált Franck-Condon faktor – hatásait nem
vizsgáltam.

Bár a modell viselkedése – mind a koncentráció és a gerjesztések szorzatának line-
áris viselkedése illetve az impulzusok késleltetésének hatása – összevethető a kísérleti
eredményekkel, a paraméterek a valóságnak megfelelő optimalizálásához további mérési
adatokra lenne szükség.
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3. fejezet

Komplex hullámfüggvények
háromdimenziós ábrázolása

A számítástechnológia fejlődésének köszönhetően egyre nagyobb és bonyolultabb
ab initio molekula szimulációkat végezhetünk, így egyre fontosabb a szimulációs eredmé-
nyek hatékony megjelenítése [98], [99]. A számszerűsített eredmények értelmezését gyak-
ran megkönnyíti az adatok térbeli ábrázolása. A napjainkban elterjedt sztereoszkopikus
megjelenítők új lehetőségeket nyújtanak ahhoz, hogy a valóságot a lehető legpontosab-
ban reprezentáljuk. A hatalmas adatmennyiségek miatt fontos lehet egy olyan eszköz
a kezünkben, mely segítségével a lehető leghatékonyabban tudjuk a számunkra fontos
információkat megjeleníteni.

A rendszer (például egy foton, elektron, vagy molekula) viselkedését egy komplex,
többdimenziós hullámfüggvény írja le. A teljes rendszer általunk kiválasztott részét (pél-
dául molekulák esetén egy elektron konfigurációt) egy egyenletes térközű rács struktúrán
számított értékekkel, vagy az atomi pályák bázisaihoz tartozó együtthatókkal határoz-
hatjuk meg.

A korábbi módszerek [100] egyike sem képes kihasználni a mai technológiai lehe-
tőségeket, mivel eredetileg más rendszerekhez tervezték őket. Az VQM („Visual Quan-
tum Mechanics”) szoftvercsomag [101], [102] – mely forradalmasította a hullámfüggvény
megjelenítését – bámulatos ábrázolást tesz lehetővé, ám három dimenzióban való meg-
jelenítéskor az áttetszőség miatt kevésbé alakul ki a térérzet a sztereoszkopikus tech-
nikák esetén. A kvantumkémiai programokban leggyakrabban használt molekulapályák
felületének („molecular isosurface”) – azaz egy adott megtalálási valószínűséghez tar-
tozó felületeknek – az ábrázolása bár látványos, de nem kapunk pontos képet például
egy molekula elektronpályájához tartozó megtalálási valószínűség térbeli eloszlásról. A
„hagymahéj” megjelenítésnél [103] a problémát az okozza, hogy átlátszó testek esetében
minimális térérzet alakul ki az emberben. Problémát jelent továbbá az is, ha nem csak a
valószínűségeket szeretnénk ábrázolni, hanem egyéb tulajdonságokat is. A volumetrikus
megjelenítés („volume rendering”) hátránya, hogy szintén áttetszőséggel dolgozik, így ez

49

DOI:10.15774/PPKE.ITK.2015.001



Komplex hullámfüggvények háromdimenziós ábrázolása

(a) (b)

(c) (d)

3.0.1. ábra – Megjelenítési technikák összehasonlítása. Az (a) ábra a pontfelhő, a (b) a
volumetrikus, a (c) az egyenfelület és végül a (d) a „hagymahéj” megjelenítését mutatja.

esetben sem alakul ki kellőképpen a térérzet. A térérzet számszerűen nem definiálható,
meghatározása csak szubjektív módon valósítható meg. A meglévő módszereket sztere-
oszkopikus megjelenítőn hasonlítottam össze, majd ez alapján választottam ki az általam
legjobbnak ítélt megvalósítást – a pontfelhőt.

A célom az volt, hogy sztereoszkopikus megjelenítésre alkalmas módszert alkossak,
melyben a tér bármely részéből lehet következtetni a térbeli és fázisbeli információra.
Ehhez a térben a pontokat a hullámfüggvény megtalálási valószínűségének megfelelően
generáltam, és a színek felhasználásával ábrázoltam a fázisinformációt.

A fejezetben elsőként a pontfelhő és a komplex függvényeknél használt „domain
coloring”-et ismertetem, majd néhány példán keresztül szemléltetem a saját megjele-
nítési módszeremmel elért eredményeket.
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Pontfelhő („Point cloud”)

3.1. Pontfelhő („Point cloud”)

A pontfelhő („point cloud”) egy adott koordináta-rendszerben értelmezett ponthal-
maz, melyet legtöbb esetben a térbeli formák felületének háromdimenziós megjelenítésé-
re használnak. Az elmúlt években a 3D szkennerek és a Microsoft Kinect elterjedésével
kerültek előtérbe. Ez a technika hatékonyan alkalmazható a hullámfüggvények térbe-
li megjelenítésére oly módon, hogy egy adott térrészben a pontok száma arányos azok
megtalálási valószínűségével.

Adott egy komplex hullámfüggvény ψ(r, t), ahol r egy háromdimenziós helyvektor.
A hullámfüggvény abszolútérték-négyzete (|ψ|2) határozza meg a részecske megtalálási
valószínűségsűrűségét, melyet ha egy adott térrészen integrálunk, a térrészhez tartozó
megtalálási valószínűséget kapjuk:

fVi =
∫
R
|ψ(r, t)|2 dVi. (3.1.1)

A hullámfüggvényt a teljes téren integrálva a normalizálásnak köszönhetően mindig
1-et kapunk. ∫

|ψ(r, t)|2 dV = 1. (3.1.2)

A véges tartójú valószínűségi eloszlás esetén, a kumulált összeg inverz függvényének
újbóli mintavételezésével kapott értékek egy dimenziós esetben helyes megoldást adnak.
A probléma akkor kezdődik, amikor a kumulált összeget magasabb dimenziókban akarjuk
meghatározni. Amennyiben a valószínűségi eloszlás például három dimenzió esetén nem
választható szét az x, y, z szerinti eloszlások szorzatára – azaz x, y, z nem függetlenek
– a szumma értékét csak numerikusan tudjuk meghatározni, mely estén a dimenziók
bejárása nem egyértelmű.

Az analitikus megoldás csak nagyon speciális esetekben létezik, ezért egy olyan meg-
oldást kerestem, mely adott rácspontokon értelmezett tetszőleges eloszlásfüggvény esetén
képes a 3.1.1 egyenlet szerint a pontfelhő koordinátáinak generálására.

Ha adott N a pontok száma a teljes térben, első lépésben meghatározom az adott
cellában található pontok számát:

Ni = round (N · fVi) . (3.1.3)

Ez első közelítésben megfelelő megoldást ad, de sok esetben a kerekítés miatt szá-
munkra értékes pontokat hanyagolunk el mivel az fVi értékeit a térbeli felbontás határoz-
za meg. Szélsőséges esetben előfordulhat, hogy – amikor nagyon finom a térbeli felbontás
és fVi értékei egyenletesen oszlanak el a térben – a cellához tartozó pontok száma a ke-
rekítés hatására mindenütt nulla értékű lesz. Ennek elkerülésére és a térbeli felbontástól
való függés eliminálására kiterjesztettem a modellt az alábbi módon:

Ni = fix (N · fVi) + g(fVi), (3.1.4)
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„Domain Coloring”

x
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3.1.1. ábra – A háromszög eloszlás paramétereinek ábrázolása.

g(fVi) =

1 haN · fVi − fix (N · fVi) ≥ u

0 különben
, (3.1.5)

ahol u egy (0, 1) intervallumon adott egyenletes eloszlással meghatározott szám. A mód-
szer lényege, hogy az adott cellához tartozó pontszám egészrészéhez 0-t, vagy 1-et hoz-
záadunk annak függvényében, hogy az adott törtrész nagyobb-e az u értéknél. Ezen
megoldás esetén a pontok számának várható értéke tart N -hez, a kerekítési problémát
pedig kiküszöböltük.

Következő lépésben pontokat generálunk az adott térrészbe. Ahelyett, hogy a cellába
egyenletes eloszlással sorsolnánk a pontokat, figyelembe vesszük a szomszédos cellákat
is, és háromszög eloszlás szerint generáljuk azokat. Így elkerülhetjük a diszkretizációból
származó ugrásszerű változásokat a függvényértékben. Ez a megoldás tulajdonképpen
az egy lépésben végrehajtott lineáris interpolációnak felel meg. Egyenletes térközű rács
esetén az x, y, z koordináta egymástól függetlenül az alábbi függvény szerint határozható
meg:

X =


a+

√
U(b− a)(c− a) ha 0 < U < F (c)

b−
√

(1− U)(b− a)(b− c) ha F (c) ≤ U < 1

, (3.1.6)

ahol X az adott koordináta, az U egy (0, 1) intervallumon adott, egyenletes eloszlással
meghatározott szám, és F (c) = (c− a)/(b− a).

A módszer implementációjakor az adott tengely mentén c a cella középpontja, az a, b
paraméterek pedig a szomszédos cellák középpontjától mért távolságok.

3.2. „Domain Coloring”

A „Domain Coloring” egy olyan technika, melyet komplex függvények megjelenítés-
nél használhatunk fel. A színezés célja minden esetben a kívánt információ lehető legjobb
kihangsúlyozása. Leggyakoribb esetben a komplex szám abszolút értékét a színtelített-
séggel, míg fázisát a színárnyalattal reprezentálhatjuk. Adott f : R3 → C függvény esetén
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Sztereoszkopikus megjelenítés

x

f(x)

x

f(x)

3.1.2. ábra – A mintavételezett függvényértékek és azoknak a háromszög eloszlás ál-
tal interpolált függvény szemléltetése. A színes területek az egy cella értékéhez tartozó
eloszlást, a szaggatott vonal pedig azok összegét mutatja.

(a) (b)

3.2.1. ábra – Az (a) ábrán egy hullámcsomag metszeti képe latható, a (b) ábrán pedig
a hozzá tartozó színtérkép.

megadható egy tetszőleges színtérkép, mely c(f) : C→ X3, ahol X : R|[0, 1]. Ezt többek
között a VQM („Visual Quantum Mechanics”) programcsomagban is használják, illet-
ve példaspecifikusan több kiterjesztése is létezik. Munkám során többféle színtérképet
alkalmaztam, melyeket a 3.4 fejezetben konkrét példákon keresztül mutatok be.

3.3. Sztereoszkopikus megjelenítés

Manapság két sztereoszkopikus megjelenítési módszer, a passzív és az aktív megkö-
zelítés terjedt el. Az aktív módszer esetén egy speciális szemüveg segítségével választjuk
szét a jobb, illetve a bal szemhez tartozó képet. A szemüveg két vékonyfilm tranzisztor
(„Thin Film Transistor – TFT”) réteget tartalmaz, melyek felváltva sötétednek és válnak
átlátszóvá, mely a megjelenítő képfrissítési frekvenciájával van szinkronizálva. Ennek kö-
vetkeztében minden páros kép az egyik, minden páratlan pedig a másik szem számára
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Példák elektron, illetve foton hullámfüggvényekre

látható. A passzív rendszerekben a fény (lineáris vagy cirkuláris) polarizációja alapján
választhatjuk szét a képet. Mindkét polarizáció használatánál speciális monitorra, illet-
ve vetített kép esetén két projektorra és a hozzájuk tartozó szűrőre, valamint speciális
vászonra van szükség, mely a ráeső fényt a polarizációját megtartva veri vissza.

A passzív rendszerek villogásmentesen működnek, ellentétben az aktívakkal. Ez a
villogás hosszú távon fárasztó lehet a szem számára. A passzív cirkuláris polarizáltság
használatának további előnye, hogy a fej megdöntésének hatására nem válik szellemké-
pessé a kép. A laborban a sztereoszkopikus rendszert két projektorral, a hozzájuk tartozó
cirkuláris szűrő alkalmazásával és ezüst vetítővászon felhasználásával alakítottam ki. A
vetített kép generálása egy NVIDIA Quadro 4000 professzionális videokártya használa-
tával történt.

3.4. Példák elektron, illetve foton hullámfüggvényekre

A következőkben pár példán keresztül mutatom be az új megjelenítési technika elő-
nyeit. Minden megjelenítéshez tartozik egy színtérkép. Mivel a pontok sűrűsége arányos
a megtalálási valószínűséggel, a megjelenítés során alkalmazott színtérkép segítségével
egyéb tulajdonságok megjelenítése válik lehetővé ugyanazon az ábrán, mint amilyen pél-
dául a fázisinformáció. A mai modern grafikus kártyákkal lehetőségünk van nagy pont-
halmazok valós idejű szűrésére és térrészek kiemelésére. Ezen felül az új módszer ki-
használja a sztereoszkopikus 3D megjelenítési technikákat. Az alábbi, két dimenzióban
megjelenített ábrák természetesen nem képesek visszaadni a térbeli hatást ezért csak a
megjelenítési lehetőségeket mutatom be. A legtöbb esetben a 3.4.1 ábrán megfigyelhető
színtérképet használtam, ez alól kivétel a molekulapályák ábrázolása, ahol minden pályá-
hoz egy-egy szín van rendelve. A színek telítettségének változtatásával kiemelhetőek az
azonos amplitúdójú értékek. Minden függvényt az egységes megjelenítés érdekében nor-
malizáltam a függvény maximuma szerint, de természetesen a színtérkép szükség szerint
átskálázható.

3.4.1. Foton hullámcsomag („Photon Wavepacket”)

A fotonok vákuumban való terjedését leggyakrabban foton hullámcsomagként írjuk
le. A térben lokalizált hullámcsomag diszperziómentes terjedése a síkhullám megoldások
lineáris szuperpozíciója, mely az alábbi formában írható fel:

u(r, t) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

A(k) ei(kr−ωt) dk, (3.4.1)

ahol ω2 = |k|2c2 és A(k) a frekvenciatartománybeli együtthatók, melyeket Gauss függ-
vény felhasználásával határozhatunk meg az alábbi módon:

A(k) = 1√
2
e−

(k−k0)2
4 . (3.4.2)
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Példák elektron, illetve foton hullámfüggvényekre

3.4.1. ábra – A példákban használt színtérkép

A hullámcsomag egyik jó példája a Heisenberg-féle határozatlansági elvnek, azaz
amennyiben a frekvenciatartományban lokalizált a hullámcsomag, akkor a térben kiszé-
lesedik, illetve fordítva, amennyiben a frekvenciatartományban kiterjedt, úgy a térben
egyre jobban lokalizált. A határozatlansági elv szemléltetésén felül a femto-, illetve az
atto-szekundumos lézerimpulzusok modellezésénél van jelentős szerepe a hullámcsomag
modellnek. A 3.4.2 (a) ábrán egy x irányba haladó hullámcsomag metszeti ábrázolá-
sa látható a t = 0 időpillanatban. Az ábra (b) részén a periódusidejének felénél, azaz
t = pi/ω-ban a hullámfüggvény fázisbeli eltolódása látható. A (c) ábrán az intenzitás
eloszlása figyelhető meg.

3.4.2. Gauss-nyaláb („Gaussian Beam”)

A fókuszált lézernyaláb modellezéséhez gyakran használják a Gauss-nyaláb modelljét,
melyeket az alábbi formában határozhatunk meg:

E(r, z) = E0
w0
w(z) exp

(
−r2

w(z)2 − ikz − ik
r2

2R(z) + iζ(z)
)
, (3.4.3)

mely paramétereinek részletes meghatározása az A.5 fejezetben található. Az egyenletnek
egy megoldása a 3.4.3 ábrán látható.

3.4.3. Hidrogénszerű atomok elektronpályái

A hidrogén, illetve hidrogénszerű atomok estén ismerjük az egy elektron probléma
(n, l, m) kvantumszámokhoz tartózó megoldásait, melyek az alábbi formában írhatók
fel:

ψn`m(r, ϑ, ϕ) = Ae
− r
nr1

( 2r
nr1

)`
L2`+1
n+`

( 2r
nr1

)
Pm` (cosϑ)ejmϕ, (3.4.4)

55

DOI:10.15774/PPKE.ITK.2015.001



Példák elektron, illetve foton hullámfüggvényekre

ahol r0 az első Bohr-pálya sugara, L és P a Laguerre, illetve a Legendre polinomokat
jelöli. A 3.4.4 ábrán a ψ3,2,0 állapot figyelhető meg. Az ábra (a) és (b) részén a komplex
hullámfüggvény színtérképe, illetve intenzitásának keresztmetszeti képe, míg a (c) és (d)
részábrán a térbeli eloszlásuk látható.

3.4.4. Molekulapályák reprezentálása

Az ab initio kvantumkémiai programok a molekulapályákat a súlyozott atomi pályák
lineáris kombinációjaként („Linear Combinations of Atomic Orbitals – LCAO”) az alábbi
módon határozzák meg [104]:

φi =
∑
r

criχi = c1iχ1 + c2iχ2 + c3iχ3 + · · ·+ cniχn. (3.4.5)

Az atompályák reprezentálására – a számítások megkönnyítése érdekében – Gauss
függvényekkel alkotjuk meg a bázisokat. A Slater típusú atomi pályák közelíthetőek
Gauss típusú függvények lineáris kombinációjaként, azaz:

χi =
∑
ijk

Gα,Rijk , (3.4.6)

Gα,Rijk = Nα
ijk(x−Rx)i(y −Ry)j(z −Rz)k exp−α(r−R)2, (3.4.7)

ahol Nα
ijk a normalizálási faktor, R a bázisfüggvény középpontja és α a Gauss függvény

szórásnégyzetének reciproka.
A példában a propilén (C3H6) molekula szimulációs eredményein keresztül muta-

tom be a színtérképes ábrázolás előnyeit. A szimulációkat az NWChem kvantumkémiai
programmal készítettem 6-31G* bázisrendszer, valamint a Hartree-Fock módszer felhasz-
nálásával. A geometria optimalizálását követően az elektron megtalálási valószínűségét a
3.4.5 ábrán láthatjuk a legmagasabb betöltött (HOMO - „Highest Occupied Molecular
Orbital”), illetve a legalacsonyabb betöltetlen (LUMO - „Lowest Unoccupied Molecular
Orbital”) molekulapálya esetén. Ebben az esetben minden molekulapályához hozzáren-
delhetünk egy színt, melynek intenzitása, valamint a pontok sűrűsége adja meg a térbeli
eloszlást. A molekulák tulajdonságainak meghatározása során szükség lehet az egyes mo-
lekulapályák átlapolódásának kiszámítására, ezért azok megjelenítése hasznos lehet. A
3.4.6 ábrán a propilén molekula HOMO, illetve LUMO láthatók egyazon ábrán különbö-
ző megtalálási valószínűségek mellett. Az ábra bemutatja, hogy a valószínűségi eloszlás
felhasználásával hogyan lehet szűréssel kihangsúlyozni a számunkra fontos tulajdonságo-
kat.
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Példák elektron, illetve foton hullámfüggvényekre

(a)

(b)

(c) (d)

3.4.2. ábra – A foton hullámcsomag ábrázolása: az (a) és (b) részábrán a fázis és az
amplitúdó keresztmetszeti ábrázolása látható színtérkép felhasználásával a t = 0, vala-
mint a t = pi/ω pontban, a (c) részábrán az intenzitást és végül a (d) részábrán a térbeli
eloszlást figyelhetjük meg.
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Példák elektron, illetve foton hullámfüggvényekre

(a)

(b)

(c) (d)

3.4.3. ábra – Gauss nyaláb ábrázolása: A nyaláb színtérképes képének, illetve intenzitá-
sának keresztmetszeti képe [(a) és (b) részábra], illetve háromdimenziós térbeli ábrázolása
[(c) és (d) részábra] látható.
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(a)

(b)

(c) (d)

3.4.4. ábra – Az hidrogén ψ3,2,0 hullámfüggvényének ábrázolása: az (a) részábrán a
színtérképes képének, a (b) részábrán az intenzitásának keresztmetszeti képe látható. A
(c), illetve (d) részábrán az előzőeknek megfelelően a háromdimenziós térbeli ábrázolás
látható.
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(a)

(b)

(c) (d)

3.4.5. ábra – A propilén (C3H6) molekula legmagasabb betöltött (a) és a legalacsonyabb
betöltetlen (b) molekulapályájához tartozó hullámfüggvény színtérképes ábrázolását, il-
letve a (c) és (d) részábrán azok intenzitását láthatjuk.
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(a)

(b)

(c)

3.4.6. ábra – A propilén (C3H6) molekula legmagasabb betöltött és a legalacsonyabb
betöltetlen molekulapályájához tartozó hullámfüggvény színtérképes ábrázolását láthat-
juk 50%-os (a), 70%-os (b) és 90%-os (c) megtalálási valószínűség mellett.
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4. fejezet

Összefoglalás

4.1. Az új tudományos eredmények összefoglalása

1. Téziscsoport

A Kretschmann típusú szenzor egy optikai, egy fém és egy molekuláris rétegből épül
fel. Adott elrendezés esetén az optikán keresztül egy lézerfénnyel megvilágítjuk a fémré-
teget, és az arról való visszaverődést mérjük különböző beesési szögek esetén.

Megfelelő hullámhosszú, beesési szögű és p-polarizáltságú fény esetén kialakul
a plazmon rezonancia – ami a fémréteg elektronjainak evanescens hullámterjedését
eredményezi –, melynek hatására csökken a reflexió. A plazmon rezonancia mértéke függ
az optika anyagától, a fény hullámhosszától, illetve beesési szögétől, a fém anyagától,
illetve vastagságától, végül pedig a molekuláris réteg időbeli alakulásától.

1.1 Ab initio molekula szimuláció felhasználásával számszerű becslést ad-
tam a Kretschmann elrendezésű felületi plazmon rezonancia elven működő
bioszenzor specifikációjára, gáz, illetve híg oldatok esetében. Az általam ki-
dolgozott módszer lehetővé teszi, a klasszikus elektromágneses tér szimuláci-
ójának felhasználásával a bioszenzor fémrétegének és gerjesztésnek megfelelő
tervezését, és paraméterezését a jobb mérési eredmény elérése érdekében.

A szerző kapcsolódó publikációja: [1][3]

Az általam kidolgozott módszer lényege, hogy a molekuláris réteg komplex dielektri-
kumos állandójának megbecslésére ab initio molekula dinamika szimulációt alkalmazok,
és azt felhasználva a szenzor viselkedését klasszikus elektromágneses térként szimulálom.
A frekvenciafüggő dielektrikumos állandót két fő tényező, egyrészről a molekulák
abszorpciós képessége – mely során a molekula gerjesztett állapotba kerül, és az elnyelt
energiát más hullámhosszon és részben infravörös tartományban sugározza vissza –
másrészről az elektronszerkezetek polarizálhatósága határozza meg.
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4.1.1. ábra – Az elektromos térerősség alakulása a bioszenzor keresztmetszetén.
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4.1.2. ábra – Az ábrákon a reflektált hullám intenzitását figyelhetjük meg a beesési
szög függvényében különböző fémréteg vastagságok esetén. Jól látható, hogy az optimális
fémréteg vastagságot ≈ 50 [nm] környékén kaphatjuk.

Az abszorpciós spektrum szimulálásával kiválasztottam egy olyan frekvencia tarto-
mányt, melyben elhanyagolhatók az átmenetekhez tartozó valószínűségek, így tisztán
valós dielektrikumos állandót kapunk. A frekvenciafüggő polarizálhatóság számításához
időfüggő Density Functional Theory-t használtam.

Elkerülve a molekulák közötti kölcsönhatások szerepének felerősödését csak híg álla-
potú közegeket modelleztem, melyek esetén első közelítésben feltehető, hogy a térben a
molekulák egyenletesen oszlanak el, ezért a polarizálhatóság értéke az egyes irányokban
számított értékek átlaga, azaz: 〈α〉 = 1/3(αxx + αyy + αzz). Bár a szuszceptibilitás –
ismerve az egységnyi térfogatra eső molekulák számát (N) – könnyen meghatározható a
χ = Nα képlet alapján, folyadékok esetén a dipólus-dipólus kölcsönhatások felerősödése
miatt egy bővített modellt használtam:

χ(ω) = Nα(ω)
1− (4π/3)Nα(ω) , (4.1.1)

mely segítségével a lineáris dielektromos függvény az alábbi formában írható fel:

ε(ω) = 1 + 4πχ = 1 + (8π/3)Nα(ω)
1− (4π/3)Nα(ω) . (4.1.2)
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4.1.3. ábra – A Kretschmann elrendezésű bioszenzor helyettesítő áramköri (távvezeték)
modellje.

Az ily módon kapott dielektromos állandó értékei 632 [nm]-en a víz esetén εvíz =
1.750, illetve az etanol esetén εetanol = 1.841. A fémréteg leírásához Drude modellt (ε∞ =
10, ωp = 13.8 · 1015 [Hz], γ = 1.075 · 1014 [Hz]) használtam, mely az általam vizsgált fém
(arany) esetén megfelelő pontosságot biztosít az optikai tartományon belül.

Az így kapott dielektrikumos állandók felhasználásával elvégeztem a klasszikus elekt-
romágneses tér szimulációját, mely során végeselem („Frequency Domain Simulator”)
módszert alkalmaztam. Mivel a gerjesztés és a fémréteg felületének normájára merőlege-
sen nincs hullámterjedés, ezért a tér kiterjedése ebben az irányban mindössze egy elemi
cella, míg más irányokba a hullámhossz 10-szerese, így lényegesen sikerült felgyorsítani
a szimulációkat.

Végül a bioszenzor – rögzített hullámhossz (632 [nm]) és optika törésmutató
(εprism = 2.28) mellett – fémréteg vastagságának optimalizálását végeztem el, mellyel
megkapjuk a gerjesztés ideális beesési szögét is. Így a szenzor teljes viselkedését sikerült
modelleznem.

1.2 Közelítő, de a gyors tervezést lehetővé tevő áramköri modellt alkottam
a Kretschmann elrendezésű bioszenzor működésére.

Kiindulva a Kretschmann elrendezésű bioszenzor elektromágneses térproblémájának
analitikus megoldásából, egy áramköri (távvezeték) modellt alkottam meg, mely esetében
a három dielektromos réteg megfeleltethető távvezeték szakaszokkal. Az egyes rétegekhez
tartozó komplex impedanciák értékét az alábbiakként határoztam meg:

Z0 = c

ω

ε0√
ε0 − k2

0

, Z1 = c

ω

ε1√
ε1 − k2

0

, Z2 = c

ω

ε2√
ε2 − k2

0

, (4.1.3)

ahol k0 =
√
ε0 sin θ és θ a gerjesztés beesési szöge.

Mivel a gerjesztés monokromatikus fénnyel történik – azaz frekvenciája a szimuláció
ideje alatt konstans –, a reflexiót mérve modellezhetjük a bioszenzor működését:
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4.1.4. ábra – Az ábrán a távvezeték modell és a CST-vel végzett numerikus szimuláció
eredményeinek összehasonlítását figyelhetjük meg, két különböző molekuláris réteg (víz,
etanol) esetén. Az x tengelyen a beesési szög az y tengelyen a reflexió mértéke látható.

Γ = Γ01 + Γ12e−2jβl

1 + Γ01Γ12e−2jβl , (4.1.4)

ahol β = −ω
c

√
ε1 − ε0 sin2 θ a terjedési együttható, Γ01 és Γ12 pedig az egyes távvezeték

szakaszok határán fellépő reflexiós tényezők.
A helyettesítő áramköri modell eredményét és a numerikusan kiszámított értékeket

összevetve látszik, hogy a modell megfelelően leírja a szenzor különálló részeit, és pontos
becslést ad a szenzor viselkedésére. A végeselem módszer általánosabb, ezért lassabb,
mint az általam megalkotott modell.

2. Téziscsoport

A SEM működésének alapötlete – melynek felépítése a 4.1.5 sematikus ábrán látha-
tó –, hogy fókuszált lézerimpulzussal gerjesztjük a mintát, és egy késleltetett, második
lézerimpulzussal stimulált emissziót idézünk elő.

A mikroszkóp működése két részre bontható. Egyrészről a fókuszpontban lévő
molekulák abszorpcióját követően a termikus környezet hatására – mely a vibrációs
relaxációk és a spontán emisszió előidézéséért felelős – a gerjesztett állapotok betöl-
töttsége fokozatosan csökken és magára hagyva, foton kisugárzása mellett alacsonyabb
energiaszintre ugrik. A fluoreszcencia mikroszkóp elvekkel ellentétben itt fényerősítést
(„light amplification”) alkalmazunk, azaz nem a spontán emisszió által kisugárzott,
hanem a gerjesztett molekulák stimulált emisszióval kényszerített, megnövekedett
fotonszámú fotonnyalábjainak intenzitását mérjük.
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4.1.5. ábra – A stimulációs emissziós mikroszkóp felépítésének és működésének semati-
kus ábrája.

2.1 Eljárást adtam a stimulált emissziós mikroszkóp („Stimulated
Emission Microscope”) működésének kvantitatív becslésére kvantum-
klasszikus modellek, valamint ab initio molekula szimulálciók felhasználásá-
val.

A szerző kapcsolódó publikációja: [2][4]

A mikroszkóp működési modelljének szimulációjához kvantum-klasszikus modellt al-
kalmaztam, mely esetén a fényt, mint klasszikus elektromágneses teret, az anyagot pedig,
mint kvantum mechanikai rendszert modelleztem [70], [83], [105]–[108]. A termikus kör-
nyezet hatását (spontán emisszió, vibrációs relaxációk), illetve az állapotok betöltöttsé-
gének időbeli dinamikáját a Liouville-von Neumann egyenletekkel határoztam meg. Bár
a gerjesztés térfogatában kevés molekula van jelen – így nem tételezhetünk fel molekula-
sokaságot –, de mivel méréseket sokszor végezzük el és az eredményt ezek átlaga képzi,
a sűrűségmátrix formalizmusa alkalmazható.

A kvantum mechanikai modellben a Born-Oppenheimer közelítést felhasználva az
alap- és gerjesztett állapotot, illetve a vibrációs módusokhoz tartozó, jó közelítéssel
harmonikus oszcillátorokként modellezhető függvényrendszert vettem figyelembe. Első
közelítésben a vibrációs módusok közötti kölcsönhatásokat elhanyagolhatjuk. A gerjesz-
téshez használt elektromágneses tér a nagy fotonszám miatt klasszikusan modellezhető,
és a kölcsönhatás, mivel annak hullámhossza lényegesen nagyobb, mint a molekula
mérete, ezáltal dipólus kölcsönhatásként (Hint = −d ·E) modellezhetjük („electric
dipole approximation”). A kölcsönhatások mindegyike gyenge kölcsönhatás, azaz a zárt
rendszer saját állapotait nem változtatja.
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Numerikusan egy tetszőleges molekulára a „master” egyenlet a vibrációs módusok
illetve azok állapotainak nagy száma miatt megoldhatatlan, viszont, kihasználhatjuk,
hogy a gerjesztésekhez használt impulzusok szélessége megfelelősen nagy (nagyobb mint
100 fs) – azaz a sávszélessége keskeny – és, hogy a vibrációs módusok függetlenek, így
a szimulációs állapottér jelentősen lecsökkenthető csak a folyamatban domináns állapot-
átmenetekre. A molekula lehetséges állapotátmeneteinek meghatározása egy idealizált
modellt használtam. A felhasznált modell egyszerűségének ellenére magában foglalja a
gerjesztési és emissziós folyamatokat és jó elsőrendű közelítése az abszorpciós és emissziós
spektrumok közelítésének.

A mikroszkóp viselkedésének tekintetében amennyiben a gerjesztések különböző vib-
rációs módusok állapotátmeneteit indukálja a vibrációs relaxációk függetlenül mennek
végbe és a spontán emisszió mértéke lesz a meghatározó. A lehetséges állapotátmene-
tek közül a különösen az az eset érdekes, amikor a két gerjesztés ugyanazon a vibrációs
módushoz tartozó állapotátmenetekkel hat kölcsön, azaz

ωe = ωa + ωv, ωs = ωa − ωv. (4.1.5)

A fentieknek megfelelően felírhatjuk a teljes rendszer Hamilton operátorát:

H(t) = Hsys +Henv +Hsys−env +He(t) +Hs(t), (4.1.6)

aholHsys a zárt rendszernek,Henv a környezetnek („thermal bath”),Hsys−env a környezet
és a molekula kölcsönhatásának, He(t) a gerjesztés hatásának és végül Hs(t) a stimulált
emisszió hatásának Hamilton operátora. Továbbá a fenti operátorok az alábbi formában
írhatóak fel:

Hsys = 1
2~ωaσz + ~ωv a†v avj , (4.1.7)

ahol az elektronátmenethez az ωa = (Ee − Eg)/~ frekvencia, valamint a σz Pauli ope-
rátor, továbbá a vibrációs módusokhoz ωv frekvencia, valamint a†v és av, a kreációs- és
annihilációs operátorok tartoznak. Feltételezve, hogy az egy-foton gerjesztések hatására
az állapotátmeneteket mind az elektron, mind a vibrációs módusok esetén figyelembe
vesszük és felhasználva a dipólus közelítést a kölcsönhatás operátorokat az alábbi formá-
ban határozhatjuk meg:

He(t) = −d ·Ẽe(t) = −dij S Ẽe(t), (4.1.8)

Hs(t) = −d ·Ẽs(t) = −dij S Ẽe(t), (4.1.9)

S = (σ+ + σ−) · (a†v + av), (4.1.10)

ahol σ+ és σ− az elektronátmenetekhez tartozó Pauli operátor, dij az i és j állapotok
közötti átmenetekhez tartozó dipólus momentumok („transition dipole moment”). Az Ẽs
és Ẽe a gerjesztésekhez tartozó klasszikus elektromágneses tér, mely az alábbi formában
írható fel:

Ẽs(t) = Re[As(t)E0,se
−jωst] = As(t)

1
2E0,s(e−jωst + ejωst), (4.1.11)
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Ẽe(t) = Re[Ae(t)E0,ee
−jωet] = Ae(t)

1
2E0,e(e−jωet + ejωet), (4.1.12)

ahol E0,s és E0,e sz impulzusok maximális térerőssége, As és Ae az impulzusokat leíró
burkológörbe, melyek rendre:

As(t) = e
−4 ln 2

(t−t0,s)2

2τ2
s , Ae(t) = e

−4 ln 2
(t−t0,e)2

2τ2
e , (4.1.13)

ahol t0,s és t0,e az impulzusok késleltetése, τs és τe az impulzusok intenzitásainak feléhez
tartozó szélességei („FWHM - Full Width at Half Maximum”).

A Rabi frekvenciák bevezetésével, melyek az alábbi formában határozhatjuk meg:

Ωij,e = dijE0,s
~

, Ωij,s = dijE0,e
~

, (4.1.14)

a kölcsönhatás operátora az alábbi formában írható fel:

He(t) = −~Ωij,e SAe(t)
1
2(e−jωet + ejωet). (4.1.15)

Hs(t) = −~Ωij,s SAs(t)
1
2(e−jωst + ejωst). (4.1.16)

Figyelembe véve a környezet hatását, egy vibrációs módust feltételezve, a rendszer
„master” egyenletét az alábbi formában alkothatjuk meg:

d

dt
ρ = − i

~
[Hsys +He(t) +Hs(t), ρ]

+ Γ
(
σ+ρσ− −

1
2σ−σ+ρ−

1
2ρσ−σ+

)
+ κv(1 + n(th)

v )
(
avρa

†
v −

1
2a
†
vavρ−

1
2ρa

†
vav

)
+ κvn

(th)
v

(
a†vρav −

1
2ava

†
vρ−

1
2ρava

†
v

)
, (4.1.17)

mely magában foglalja a spontán emisszió hatását, illetve a vibrációs módusok gerjesz-
tését és emisszióját, melyek a vibrációs relaxációt határozzák meg.

A modell időbeli futtatásának eredménye, hogy az első lézerimpulzus hatására a mo-
lekulák gerjesztett állapotba kerülnek, majd folyamatos vibrációs relaxáció és spontán
emisszió mellett a második lézerimpulzus hatására stimulált emisszió kiváltásával vissza-
térnek az alapállapotba. Az energiaszintek betöltöttségének időbeli alakulása a 4.1.6
ábrán látható.

Megfigyelhető a gerjesztések intenzitásainak szorzatéval eleinte jó közelítéssel lineári-
san növekszik a stimulált emisszió mértéke. Az időbeli dinamikát leginkább a relaxációs
tényezők (κ, γ) és a gerjesztés paraméterei határozzák meg. Megfigyelhető, hogy a vibrá-
ciós relaxáció (κ) növekedésével a gerjesztett állapotban gyorsan végbemegy a relaxáció és
így a stimulált emisszió alakulásánál az impulzus késleltetés függvényében a lassabb spon-
tán emisszió dominál. A spontán emissziós tényező (γ) növekedése a stimulált emisszió
intenzitásának csökkenéséhez vezet.

A megalkotott modell a publikált eredményeknek megfelelően határozza meg a mik-
roszkóp viselkedését, viszont a paraméterek pontos meghatározásához további mérésekre
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4.1.6. ábra – A stimulált emissziós mikroszkóp modell (λa = 618.5 [nm],
λv = 782

[
cm−1

]
, γ = 1/0.4, κv = 1/0.1, λe = 590 [nm], λs = 650 [nm], Ωe,Ωs = 7,

τe, τs = 0.2 [ps]) időbeli dinamikája. Az (a) ábrán rögzített késleltetés (t0,s = 0.15 [ps])
mellett az intenzitások, a (b) ábrán a késleltetés függvényében látható a stimulált emisszió
mértéke. A (c) és (d) ábrán a két relaxációs együttható hatása figyelhető meg.

van szükség. A gerjesztések közötti késleltetés függvényében a stimulált emisszió mértéke
az adott molekulára specifikusan – pontosabban a gerjesztett állapot adott módusának
vibrációs illetve spontán emisszió együtthatójára – jellemző, mely lehetőséget nyújthat,
hogy a stimulált emissziós mikroszkóp elvét molekulák megkülönböztetésére is felhasz-
nálhassuk.

3. Téziscsoport

A háromdimenziós ábrázolás esetén a korábbi módszerek bámulatos ábrázolást
tesznek lehetővé, ám megjelenítéskor a sztereoszkopikus technikák esetén az áttetszőség
miatt kevésbé alakul ki a térérzet.

3.1 Megalkottam egy új módszert, mely meglévő technikák („point cloud”,
„domain coloring”) kombinálásával lehetővé teszi a komplex háromdimenziós
hullámfüggvények hatékony megjelenítését sztereoszkopikus rendszereken.

A szerző kapcsolódó publikációja: [5]
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(a) (b)

4.1.7. ábra – Az (a) ábrán egy hullámcsomag metszeti képe latható, a (b) ábrán pedig
a hozzá tartozó színtérkép.

Adott egy komplex hullámfüggvény, mely leírja a rendszer (például egy foton, elekt-
ron, vagy molekula) viselkedését. A teljes rendszer általunk kiválasztott részét (például
molekulák esetén egy elektron konfigurációt) egy egyenletes térközű rács struktúrán szá-
mítom ki.

A megtalálási valószínűségének megfelelően generálom a megjelenítendő pontokat.
Az eljárás során saját algoritmust használtam fel, mely lokálisan az átlapolódó térré-
szekbe generál háromszög eloszlás szerint pontokat, majd interpolációval számítja ki a
hozzájuk tartozó függvényértékeket, végül egy kiválasztott eljárás segítségével megszínezi
a pontokat.

Mivel a pontok sűrűsége arányos a megtalálási valószínűséggel, így a színezés felhasz-
nálásával egyéb tulajdonságok (például a fázisinformáció) is hatékonyan megjeleníthetők
egyazon ábrán. A mai modern grafikus kártyákkal lehetőségünk van valós időben szűrni,
térrészeket levágni. Ezen felül az új módszer kihasználja a sztereoszkopikus 3D megjele-
nítési technikák által nyújtott előnyöket.
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(a) (b)

(c) (d)

4.1.8. ábra – Megjelenítési technikák összehasonlítása. Az (a) ábra a pontfelhő, a (b) a
volumetrikus, a (c) az egyenfelület és végül a (d) a „hagymahéj” megjelenítését mutatja.
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A. függelék

Függelék

A.1. A kvantummechanikai rendszer leírása

A Schrödinger egyenlet megoldásával meghatározhatjuk egy rendszer sajátállapotait,
melyek egy tetszőleges operátort esetén annak teljes sajátfüggvény rendszerét és sajátér-
tékeit adják meg:

A
∣∣∣a(n)

〉
= a(n)

∣∣∣a(n)
〉
. (A.1.1)

Az időbeli evolúciót az U(t, t0) operátor („time-evolution operator”) bevezetésével
definiálhatjuk, mely egy „ket” állapoton a t0 időpontban hat, és mellyel megkapjuk a t
pillanatban a rendszerünk állapotát:

|ψ(t)〉 = U(t, t0)|ψ(t0)〉. (A.1.2)

Mivel a saját-állapotok minden időpillanatban normalizáltak, az U(t, t0) operátor
unitér operátor, azaz:

U †(t, t0)U(t, t0) = I. (A.1.3)

A kvantummechanikai rendszer időbeli evolúciója aszerint, hogy az időbeli evolúció
operátor a sajátállapotokra, vagy az operátorokra, vagy mindkettőre hat, három forma-
lizmust („Dynamical pictures”) követhet.

A Schrödinger-kép („Schrödinger picture”) estén az operátorok időben állandóak,
csak az állapotok változnak:

|ψ(t)〉 = U(t, t0)|ψ(t0)〉. (A.1.4)

Az így kapott, időfüggő állapotokra felírhatjuk a Schrödinger egyenletet:

i~
d

dt
U(t)|ψ(0)〉 = HU(t)|ψ(0)〉, (A.1.5)

aholH a rendszer Hamilton operátora. Mivel |ψ(0)〉 konstans, ezért az időbeli változásnak
az U operátrorra teljesülni kell, azaz:

i~
d

dt
U(t) = HU(t), (A.1.6)

72

DOI:10.15774/PPKE.ITK.2015.001



Termikus környezet

melyre formálisan felírhatjuk a megoldást:

U(t) = e−iHt/~. (A.1.7)

A Heisenberg-kép („Heisenberg picture”) esetén időben az operátorok változnak és
az állapotok időfüggetlenek. Egy A mérés várható értéke időben felírható az alábbi for-
mában:

〈A〉t = 〈ψ(t)|A|ψ(t)〉, (A.1.8)

ahol a ψ(t)-t felírhatjuk a U operátor segítségével:

〈A〉t = 〈ψ(0)|U †(t, t0)AU(t, t0)|ψ(0)〉. (A.1.9)

Az így kapott egyenlet alapján az alábbi formában definiálhatjuk az időben változó
operátort:

A(t) := U †(t, t0)AU(t, t0). (A.1.10)

Tehát a rendszer időbeli viselkedését meghatározhatjuk:

d

dt
A(t) = d

dt
U †(t, t0)AU(t, t0) + U †(t, t0)A d

dt
U(t, t0) (A.1.11)

= − 1
j~
U †(t, t0)HAU(t, t0) + 1

j~
U †(t, t0)AU(t, t0)H (A.1.12)

= 1
j~

[A,H] . (A.1.13)

Végül beszélhetünk a kölcsönhatási-képről („Interaction picture”), mely esetén a Ha-
milton operátor szétválasztható a rendszer (H0,S), illetve a kölcsönhatás (H1,S) operá-
torára. Amennyiben ismerjük a rendszer Hamilton operátorának időbeli megoldását, és
a kölcsönhatás gyenge – azaz a saját-állapotokat nem változtatja meg, csak perturbálja
azokat – akkor az állapotvektor felírható az alábbi formában:

|ψI(t)〉 = eiH0,St/~|ψS(t)〉, (A.1.14)

ahol |ψS(t)〉 Schrödinger-képbeli állapotoknak felel meg.
Ebben az esetben az időbeli evolúció:

i~
d

dt
|ψI(t)〉 = H1,I(t)|ψI(t)〉. (A.1.15)

A.2. Termikus környezet

A legtöbb kísérleti modell során figyelembe kell venni, hogy egy zárt kvantumme-
chanikai rendszerre hatással van a környezete, melyben a méréseket végezzük. A teljes
rendszer (S ⊗ R) Hamilton-operátora általános estben felírható a kvantummechanikai
rendszer (HS), a környezet (HR) és a köztük lévő kölcsönhatásként (HSR), azaz:

H = HS + HR + HSR . (A.2.1)
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Termikus környezet

A teljes rendszer állapotait a χ(t) sűrűségoperátor határozza meg. Bevezethetjük a
csökkentett sűrűségoperátort ρ(t), mely során a környezet állapotait elhanyagoljuk és
csak a kvantummechanikai rendszerre gyakorolt, összegzett hatását vesszük figyelembe,
azaz:

ρ(t) = TrR {χ(t)} . (A.2.2)

Amennyiben adott egy tetszőleges Ô operátor, mely a kvantummechanikai rendszer
saját-állapotaira fejti ki hatását, az operátor várható értéke a ρ(t) segítségével meghatá-
rozható, azaz:〈

Ô
〉

= TrS⊗R
{

Ôχ(t)
}

= TrS
{

Ô TrR {χ(t)}
}

= TrS
{

Ô ρ(t)
}
. (A.2.3)

A teljes rendszer időbeli dinamikáját a Schrödinger egyenletből kiindulva a Liouville-
von Neumann egyenletek határozzák meg, azaz:

χ̇ = 1
i~

[H, χ] . (A.2.4)

A kölcsönhatás időbeli dinamikájának meghatározásához áttérünk az „iteraction
picture”-be, ahol szétválaszthatjuk a gyors (HS + HR ), illetve a lassú kölcsönhatás (HSR)
folyamatait, azaz unitér transzformáció – M̃ = U M U†, ahol M egy tetszőleges operátor
és U = e(i/~)(HS + HR)t – felhasználásával a sűrűség-operátor:

χ̃(t) = e(i/~)(HS + HR)tχ(t)e−(i/~)(HS + HR)t, (A.2.5)

a teljes rendszer időbeli dinamikája pedig:

˙̃χ(t) = 1
i~

[
H̃SR(t), χ̃

]
, (A.2.6)

ahol H̃SR(t) a Hamilton operátor, mely az alábbi formában fejhető ki:

H̃SR(t) = e(i/~)(HS + HR)t HSR e
−(i/~)(HS + HR)t. (A.2.7)

A χ̃(t) időbeli dinamikáját formálisan meghatározhatjuk az A.2.6 egyenletet idő sze-
rint integrálásával, azaz:

χ̃(t) = χ̃(0) + 1
i~

t∫
0

[
H̃BS(t′), χ̃(t′)

]
dt′, (A.2.8)

melyet behelyettesítve az A.2.6 differenciálegyenletbe az alábbi egyenletet kapjuk:

˙̃χ(t) = 1
i~

[
H̃SR(t), χ̃(0)

]
− 1

~2

t∫
0

[
H̃SR(t),

[
H̃SR(t′), χ̃(t′)

]]
dt′. (A.2.9)

Következő lépésként feltesszük, hogy a kvantummechanikai rendszer és a környezet
között a kölcsönhatás t = 0-ban kezdődik, és ebben a pillanatban nincs korreláció köztük,
azaz felírható a rendszer ρ(0) és a környezet ρenv kezdeti állapotaként:

χ̃(0) = χ(0) = ρ(0)⊗ ρenv. (A.2.10)
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Mivel a kvantummechanikai rendszerre vetített

TrR(χ̃) = e(i/~) HS tρe−(i/~) HS t = ρ̃, (A.2.11)

időbeli dinamikát az A.2.9 felhasználásával meghatározhatjuk, azaz:

˙̃ρ = − 1
~2

t∫
0

TrR
{[

H̃SR(t),
[
H̃SR(t′), χ̃(t′)

]]}
dt′, (A.2.12)

ahol a (1/i~) TrR
{[

H̃SR(t), χ̃(0)
]}

tagot a TrR
{

H̃SR(t)ρenv
}

= 0 feltételezés mellett

elhanyagolhatjuk. Ennek a feltételnek bármikor eleget lehet tenni, ha a TrR
{

H̃SR ρenv
}

mennyiséget belevesszük a kvantummechanikai rendszer Hamilton operátorába.
Feltesszük, hogy a kölcsönhatás gyenge, azaz χ(t) minden időpillanatban meghatá-

rozható a kezdeti állapot és a HSR kölcsönhatási operátor perturbációjaként, azaz:

χ̃(t) = ρ̃(t)⊗ ρenv +O(HSR(t)). (A.2.13)

Következő lépésként feltesszük, hogy a környezet lényegesen nagyobb a kvantum-
mechanikai rendszernél, ezáltal a rendszer hatása a környezetre elhanyagolható, azaz a
környezet saját-állapotai időben nem változnak, ezért a sűrűség-operátor szétbontható
a kvantummechanikai rendszer időbeli dinamikájára és a környezet időfüggetlen kezdeti
állapotára (Born közelítés), azaz:

χ̃(t) ≈ ρ̃(t)⊗ ρenv. (A.2.14)

Behelyettesítve az A.2.12 egyenletbe meghatározhatjuk a kvantummechanikai rend-
szer időbeli dinamikáját:

˙̃ρ = − 1
~2

t∫
0

TrR
{[

H̃SR(t),
[
H̃SR(t′), ρ̃(t′)⊗ ρenv

]]}
dt′. (A.2.15)

Következő lépésként feltesszük, hogy a környezetben a lezajló folyamatok a kvantum-
mechanikai rendszer folyamataihoz képest jelentősen gyorsabban végbemennek – ennek
elégséges feltétele, hogy a kölcsönhatás következtében a környezet, annak nagysága mi-
att azonnal visszaáll a termikus egyensúlyba, ezért időben állandónak tekinthető –, így a
sűrűség-operátor jövőbeli dinamikája a múltbeli állapotoktól független és csak az aktuális
állapotok határozzák meg (Markoff közelítés), azaz:

˙̃ρ = − 1
~2

t∫
0

TrR
{[

H̃SR(t),
[
H̃SR(t′), ρ̃(t)⊗ ρenv

]]}
dt′. (A.2.16)

Tegyük fel, hogy a kvantummechanikai rendszer és a környezet kreációs és annihi-
lációs operátorainak segítségével – melyek rendre si és Γi –, a kölcsönhatás modellje
meghatározható, azaz:

HSR = ~
∑
j

sj Γj , (A.2.17)
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mely az „interaction picture”-ben:

H̃SR(t) = ~
∑
j

s̃j(t) Γ̃j(t). (A.2.18)

Felhasználva ez eddigieket, megalkothatjuk a „master” egyenletet, azaz:

˙̃ρ =−
∑
i,j

t∫
0

TrR
{[

s̃i(t) Γ̃i(t),
[
s̃j(t′) Γ̃j(t′), ρ̃(t)⊗ ρenv

]]}
dt′ (A.2.19)

=−
∑
i,j

t∫
0

{[
s̃i(t) s̃j(t′) ρ̃(t)− s̃j(t′) ρ̃(t) s̃i(t)

]
〈Γ̃i(t) Γ̃j(t′)〉R

+
[
ρ̃(t) s̃j(t′) s̃i(t)− s̃i(t) ρ̃(t) s̃j(t′)

]
〈Γ̃j(t′) Γ̃i(t)〉R

}
dt′. (A.2.20)

Tekintsük példaként egy harmonikus oszcillátor és egy megszámlálhatóan végtelen
harmonikus oszcillátorokként modellezett termikus környezet kölcsönhatását, azaz:

HS = ~ωc a† a, (A.2.21a)

HR =
∑
j

~ωj r†j rj , (A.2.21b)

HSR =
∑
j

~(κ∗j a r†j +κj a† rj) = ~(aΓ† + a†Γ), (A.2.21c)

ahol a kvantummechanikai rendszert leíró harmonikus oszcillátor frekvenciája ωc, a kre-
ációs és annihilációs operátorok a† és a; a termikus környezet egy-egy modusához tartozó
frekvencia ωj , kreációs és annihilációs operátori r†j és rj ; „rotating-wave” közelítésben κj
a j-edik módus és az oszcillátor kölcsönhatását meghatározó csatolás.

Feltesszük, hogy a környezet termikus egyensúlyban van, azaz:

ρenv =
∏
j

e−~ωj r†j rj /kBT
(
1− e−~ωj/kBT

)
, (A.2.22)

ahol kB a Boltzmann-állandó és T az abszolút hőmérséklet.
Az A.2.19 „master” egyenletnek megfelelően a kvantummechanikai rendszer és a kör-

nyezet megfeleltetett operátorai:

s1 = a, s2 = a†, (A.2.23a)

Γ1 = Γ† =
∑
j

κ∗j r†j , Γ2 = Γ =
∑
j

κj rj , (A.2.23b)

melyek „interaction picture”-ben:

s̃1(t) = eiωc a† a t a e−iωc a† a t = a e−iωct, (A.2.24a)

s̃2(t) = eiωc a† a t a† e−iωc a† a t = a† eiωct, (A.2.24b)

Γ̃1(t) = exp
(
i
∑
n

ωn r†n rn t
)∑

j

κ∗j r†j exp
(
−i
∑
m

ωm r†m rm t
)

(A.2.24c)

=
∑
j

κ∗j rj eiωjt, (A.2.24d)

Γ̃2(t) =
∑
j

κj rj e−iωjt, (A.2.24e)
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A „master” egyenlet az alábbi formában írható fel:

˙̃ρ =−
t∫

0

{
[a a ρ̃(t)− a ρ̃(t) a] e−iωc(t+t′)〈Γ̃†(t) Γ̃†(t′)〉R

+
[
a† a† ρ̃(t)− a† ρ̃(t) a†

]
e−iωc(t+t

′)〈Γ̃(t) Γ̃(t′)〉R

+
[
a a† ρ̃(t)− a† ρ̃(t) a

]
e−iωc(t−t

′)〈Γ̃†(t) Γ̃(t′)〉R

+
[
a† a ρ̃(t)− a ρ̃(t) a†

]
eiωc(t−t

′)〈Γ̃(t) Γ̃†(t′)〉R
}

dt′, (A.2.25)

ahol a környezetre vonatkozó korrelációs függvények

〈Γ̃†(t) Γ̃†(t′)〉R = 0, (A.2.26)

〈Γ̃(t) Γ̃(t)〉R = 0, (A.2.27)

〈Γ̃†(t) Γ̃(t′)〉R =
∑
j

|κj |2 eiωj(t−t
′)n̄(ωj , T ), (A.2.28)

〈Γ̃(t) Γ̃†(t′)〉R =
∑
j

|κj |2 e−iωj(t−t
′) [n̄(ωj , T ) + 1] , (A.2.29)

ahol n̄(ωj , T ) adott T hőmérsékleten a termikus egyensúlyban lévő környezet ωj frekven-
ciájú módushoz tartozó fotonok számának várható értéke, azaz:

n̄(ωj , T ) = TrR
{
ρenv r†j rj

}
= e−~ωj/kBT

1− e−~ωj/kBT
, (A.2.30)

κ = 2πg(ωc) |κ(ωc)|2 , n̄ = n̄(ωc, T ), (A.2.31)

Az így kapott összefüggéseket behelyettesítve az A.2.25 egyenletbe, majd Schrödinger
képbe visszatranszformálva a környezet és egy harmonikus oszcillátor kölcsönhatásának
„master” egyenletét kapjuk, mely az alábbi formában írható fel:

d

dt
ρ = −iω′c[a a†, ρ]

+ κn̄th

(
a†ρa− 1

2aa
†ρ− 1

2ρaa
†
)

+ κ(1 + n̄th)
(
aρa† − 1

2a
†aρ− 1

2ρa
†a

)
. (A.2.32)

A.3. Kétállapotú atom termikus környezetben

Tekintsünk egy kétállapotú rendszert, melynek állapotaihoz E1 és E2 energia tartozik,
ahol E1 < E2. Tegyük fel, hogy a két állapot közötti átmenetet a dipólus közelítéssel
határozhatjuk meg, melyet csak a termikus környezet indukál. A rendszer Hamilton
operátora:

Ha = E1 |1〉 〈1|+ E1 |1〉 〈1| , (A.3.1)

melyet a Pauli operátorok felhasználásával az alábbi formában határozhatjuk meg:

Ha = 1
2~ωaσz, (A.3.2)
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ahol ωa = (E2 − E1)/~ az átmenethez tartozó frekvencia.
Tekintsünk egy teljes bázisrendszert |n〉, n = 1, 2, . . . , mely esetén egy tetszőleges Ô

operátor kifejthető:
Ô =

∑
n,m

〈n| Ô |m〉 |n〉 〈m| , (A.3.3)

mely felhasználásával meghatározhatjuk a dipólus átmenethez tartozó kölcsönhatás ope-
rátorát:

e q̂ = e
2∑

n,m=1
〈n| q̂ |m〉 |n〉 〈m|

= e(〈1| q̂ |2〉 |1〉 〈2|+ 〈2| q̂ |1〉 |2〉 〈1|)

= d12 σ− + d21 σ+, (A.3.4)

ahol d12 = e 〈1| q̂ |2〉 és d21 = d∗21 a dipólus mátrixok.
A fentiekben használt operátorok az alábbi reprezentációnak felelnek meg:

σx =

0 1
1 0

 , σy =

0 −i
i 0

 , σz =

1 0
0 −1

 ,
σ∓ = 1

2(σx ∓ σy), σ+ = |1〉 〈2| , σ− = |2〉 〈1| . (A.3.5)

A kétállapotú rendszerhez és a termikus egyensúlyban lévő harmonikus oszcillátorok-
ként modellezett környezethez, valamint a közöttük lévő kölcsönhatáshoz tartozó Hamil-
ton operátorok a „rotating wave” és dipólus kölcsönhatás közelítés felhasználásával az
alábbi formában írhatók fel:

HS = ~ωa σz, (A.3.6a)

HR =
∑
k,λ

~ωk r†k,λ rk,λ, (A.3.6b)

HSR =
∑
k,λ

~(κ∗k,λ r†k,λ σ−+κk,λ rk,λ σ+), (A.3.6c)

ahol az ωk frekvenciájú elektromágneses módusokhoz tartozó hullámszámot k, a polari-
záltság állapotát λ jelöli,

κk,λ = −ieikra
√

ωk
2~ε0V

êk,λ ·d21 . (A.3.7)

Az A.2.19 „master” egyenletnek megfelelően a kvantummechanikai rendszer és a kör-
nyezet megfeleltetett operátorai:

s1 = σ−, s2 = σ+, (A.3.8a)

Γ1 = Γ† =
∑
k,λ

κ∗k,λ r†k,λ, Γ2 = Γ =
∑
k,λ

κk,λ rk,λ . (A.3.8b)

78

DOI:10.15774/PPKE.ITK.2015.001



Nagy molekulák közelítő modelljei (elektron-, vibrációs- és rotációs pályák)

E

ωa

ωv

Ωe, ωe Ωs, ωs

A.4.1. ábra – A kétállapotú atom és a vibrációs módus energiadiagramja.

Az A.2 fejezetben részletezett közelítéseket felhasználva megalkothatjuk a kétállapotú
rendszerhez tartozó „master” egyenletet:

d

dt
ρ = −i12ω

′
a[σz, ρ]

+ γ

2 n̄th (2σ+ ρ σ−−σ− σ+ ρ− ρ σ− σ+)

+ γ

2 (1 + n̄th) (2σ− ρ σ+−σ+ σ− ρ− ρ σ+ σ−) . (A.3.9)

A.4. Nagy molekulák közelítő modelljei (elektron-,
vibrációs- és rotációs pályák)

A molekulák hullámfüggvényét a rotációja, az atommagok vibrációja, illetve a mole-
kulapályák határozzák meg. A molekulák esetén, mivel az elektronok és az atommagok tö-
mege jelentősen eltér, és ebből kifolyólag energiájuk is, így az elektronok szemszögéből az
atommagok tere konstansnak tekinthető és hullámfüggvényük szétválasztható az atom-
magokhoz és az elektronokhoz tartozó hullámfüggvények szorzatára (Born-Oppenheimer
közelítés):

ψ (r;R) = χaM (R)φ(r;R). (A.4.1)

Az atommagok hatását, mint konstans potenciáltér vesszük figyelembe, melyben az
elektronok mozognak. A közelítés segítségével jelentősen csökkenthető a számítási komp-
lexitás.

A.4.1. Molekulapályák

Az elektronszerkezet meghatározásánál az elektron kinetikus energiáját és az
elektron-atommag, valamint az elektron-elektron potenciális energiáját vesszük figye-

79

DOI:10.15774/PPKE.ITK.2015.001



Nagy molekulák közelítő modelljei (elektron-, vibrációs- és rotációs pályák)

lembe. Ezt az alábbi Hamilton operátorként írhatjuk fel:

H = Tel + Vel−nuc + Vel−el. (A.4.2)

Az időfüggetlen Schrödinger egyenlet megoldásával adott bázisban megkapjuk a rend-
szer molekulapályáit, illetve a molekulapályákhoz tartozó energiákat. A molekulák ab-
szorpciós tulajdonságát első közelítésben a legmagasabb betöltött molekulapálya (HOMO
- „Highest Occupied Molecular Orbital”) és a legalacsonyabb nem betöltött molekula-
pálya (LUMO - „Lowest Unoccupied Molecular Orbital”) energiakülönbsége határozza
meg, melyet ab initio molekulaszimulátorral, vagy mérési úton határozhatunk meg.

A.4.2. Vibrációs pályák

A atommagokhoz tartozó hullámfüggvény meghatározásánál az atommagok kinetikus
energiáját, illetve az atommag-atommag potenciális energiáját vesszük figyelembe. Ezt
az alábbi Hamilton operátorként írhatjuk fel:

H = Tnuc + Vnuc−nuc. (A.4.3)

Az atommagok esetén a vibrációkat az egyensúlyi állapottól való kicsi eltéréssel ha-
tározhatjuk meg. Ezt kihasználva a teljes potenciális energia felületet – hiperfelületet –
az egyensúlyi állapot körül Taylor sorba fejthetjük:

V (q1, . . . , qN ) = V (0) +
∑
i

V
(1)
i (qi) +

∑
i<j

V
(2)
ij (qi, qj) + . . . (A.4.4)

A Taylor sor konstans tagja elhanyagolható, ha a rendszer nulla energia szintjét V0-
nak határozzuk meg. Mivel a sorfejtés az egyensúlyi állapot körül történt, az első derivált
definíció szerint nulla. Csak a kvadratikus tagokat figyelembe véve – azaz a fentiek szerint
az összes magasabb derivált tagot elhanyagolva – megkapjuk a 3N × 3N -es tömegekkel
súlyozott Hesse-mátrixot, ahol N az atommagok száma.

A Hesse-mátrix felhasználásával a vibrációs Schrödinger egyenlet megoldásával kap-
juk meg a vibrációs módusokhoz (ω) tartozó hullámfüggvényeket. A sajátérték saját-
állapot megoldása során általában 3N − 6 (lineáris molekulák esetén 3N − 5) esetben
kapunk nem nulla sajátértéket, mely pontosan a vibrációs módusok számának felel meg.
A nulla sajátértékek a molekula rotációjához, illetve transzlációjához tartoznak.

Minden egyes vibrációs módushoz végtelen számú megoldás tartozik, de ezek kö-
zül csak pár, a legkisebb energiákhoz tartozó megoldást veszünk figyelembe – mivel a
magasabb pályák betöltöttsége elhanyagolható –, melyekhez tartozó energiaszintek az
alábbiak:

Ei = hωi

(
ni + 1

2

)
, (A.4.5)

ahol ωi az i-edik módushoz tartozó harmonikus vibráció frekvenciája. A rotáció kvan-
táltságát elhanyagoljuk, és majd csak később, a gerjesztés során történő átlagképzésnél –
vagyis az elektromágneses tér irányának és a molekula irányának statisztikai eloszlásának
hatásaként – vesszük figyelembe.
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A.4.3. Kezdeti állapotok

Feltételezhetjük, hogy kezdetben minden molekulapálya alapállapotban van, illetve
a vibrációs módusok a Maxwell–Boltzmann eloszlás szerint, az adott T hőmérsékletnek
megfelelően töltődnek be.

Egy adott εi energiájú mikroállapot betöltöttségének várható értéke:

fgM = 1
Z

exp
(
−EgM
kbT

)
. (A.4.6)

Ahol T a hőmérséklet, k a Boltzmann-állandó és Z az összes energiához tartozó
eloszlás összege, melynek értéke az alábbi összefüggéssel írható fel:

Z =
∑

exp
(
−EgM
kbT

)
. (A.4.7)

Az összes olyan speciális esetben, amikor ismerjük az energiaszintek eloszlását, Z
értéke – azaz a végtelen sorösszeg – zárt alakban írható fel. Ilyen speciális eset például
a harmonikus oszcillátor is, ahol az egyes állapotokhoz az En = ~ω(n + 1/2) energia
tartozik, így Z-t az alábbi formában határozhatjuk meg:

Z = exp [−(1/2)β~ω]
1− exp(−β~ω) , (A.4.8)

ahol β = 1/kbT .
Felhasználva a fenti összefüggést az egyes sajátállapotok betöltöttségének valószínű-

ségére azt kapjuk, hogy:

Pn = exp [−β~ωn] (1− exp[−β~ω]) (A.4.9)

Abszolút nulla hőmérsékleten csak a legalacsonyabb mikroállapot van egy valószínű-
séggel betöltve, a hőmérséklet növekedésével a magasabb energiaszintek is folyamatosan
betöltődnek. A molekulák esetén a vibrációs módusokról elmondható, hogy szobahőmér-
sékleten csak néhány energiaszintnek – a legalacsonyabbaknak – a betöltöttsége nem
elhanyagolható.

A.5. Az impulzus üzemű lézernyaláb modellje

A gerjesztéshez használt impulzusüzemű lézernyaláb modellezésére általában a para-
xiális Helmholtz egyenletek megoldásait használhatjuk. Általános esetben egy választott
bázisrendszerben (Hermite-Gaussian vagy Laguerre-Gaussian) a teljes megoldást a bá-
zisfüggvények szuperpozíciójaként kaphatjuk meg. A legalacsonyabb módust (TEM00)
használhatjuk, mint első közelítés a lézernyaláb felírására, melyet az irodalomban álta-
lában Gauss-nyalábként ismertetnek.

A z irányba terjedő nulladrendű Gauss-nyaláb homogén közegben az alábbi módon
írható fel:

Ẽ(r, z) = E0
w0
w(z) exp

[
−i (kz − ζ(z))− r2

( 1
w2(z) + ik

2R(z)

)]
, (A.5.1)
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zR

w0
√

2w0

w(z)

z

A.5.1. ábra – A Gauss-nyaláb paramétereinek sematikus ábrája.

ahol r a sugárirányú távolság, z a nyaláb fókuszpontjától a tengelye mentén mért tá-
volság, k a hullámszám, E0 a fókuszpontban az elektromos térerősség nagysága és w0 a
fókuszpontban a nyaláb „derékvastagsága”.

Továbbá w(z) a tengely menti távolság függvényében csökkenti a nyaláb amplitúdóját,
az R(z) pedig a sugárirányú kiszélesedést írja le, végül ζ(z) a Gouy fáziseltolás, melyeket
az alábbi összefüggésekkel definiálhatunk:

w2(z) = w2
0

(
1 + z2

z2
R

)
, (A.5.2)

zR = πw2
0

λ
, (A.5.3)

R(z) = z

(
1 + z2

0
Z

)
, (A.5.4)

ζ(z) = tan−1
(
z

z0

)
. (A.5.5)

A fókuszponthoz közeli tér – azaz z � z0 – esetén a w(z) ≈ w0, valamint R(z) ≈ ∞
összefüggések érvényesek és a tér felírható egy z irányba terjedő síkhullám és egy sugár-
irányban lecsengő Gauss függvény szorzataként azaz:

Ẽ(r, z) ≈ E0 exp(−ikz) exp
(
−r2

w2
0

)
. (A.5.6)

A tér intenzitását az alábbi formában határozhatjuk meg:

I(r, z) = |E(r, z)|2

2η = I0 exp
(
−2r2

w2
0

)
, (A.5.7)

ahol η =
√
µ0/ε0 ≈ 377 [Ω] a hullámellenállás. A fentieknek megfelelően az intenzitás

maximuma I0 = E2
0/2η.

A fókuszsíkban a nyaláb teljesítményét – a terjedési irányra merőleges felületen – az
intenzitás integrálásával kapjuk, azaz:

P0 =
∫∫

I0 exp
[
−2r2

ω2
0

]
dx dy = 1

2πI0w
2
0. (A.5.8)
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További közelítésként feltehetjük, hogy amennyiben közel vagyunk a fókuszponthoz,
a sugárirányú változás elhanyagolható, és egyszerű síkhullámnak tekinthető:

Ẽ(r, z) ≈ E0 exp(−ikz). (A.5.9)

Az impulzusüzemű lézer esetén az impulzusok időbeli változásának leírására egyik
lehetőség a Gauss-függvény, melyet a szimulációk futtatása során használtam. Az impul-
zust a fél intenzitáshoz tartózó impulzus időbeli szélességével (τFWHM ) lehet definiálni
az alábbi formában:

P (t) = I0 exp[−at2] = P0 exp
[
−4 ln(2)

(
t

τFWHM

)2
]
, (A.5.10)

ahol P0 az impulzus maximális teljesítménye („peak power”).
Egy pulzus teljes energiája (Ppulse) az áramló teljesítmény időbeli integrálja, azaz:

Ppulse =
∫
P0 exp

[
−4 ln(2)

(
t

τFWHM

)2
]

dt (A.5.11)

= P0

√
π

4 ln(2)τFWHM . (A.5.12)

Tegyük fel, hogy ismerjük a lézer átlagos teljesítményét (Pavg) és az impulzu-
sok gyakoriságát (f), ez esetben meghatározhatjuk az impulzus teljes energiáját, azaz
Ppulse = Pavg/f . Az A.5.12 egyenletet felhasználva az alábbi formában határozhatjuk
meg az impulzusok maximális teljesítményét:

P0 = Pavg
f

√
4 ln(2)
π

1
τFWHM

≈ 0.94 Ppulse
τFWHM

. (A.5.13)

A fókuszsíkban ismerjük a teljesítmény térbeli eloszlását, így az A.5.8 egyenlet fel-
használásával meghatározhatjuk a tér intenzitásának maximumát:

I0 = 2P0
πw2

0
. (A.5.14)

Tehát ismerve az impulzus időbeli viselkedését és a térbeli eloszlás felhasználásával
meghatározott paramétereket megalkothatjuk az impulzus elektromos térerősségét az
alábbi formában:

E(t) = Re
[
E0 exp

(
−2 ln(2)

(
t

τFWHM

)2
)

exp (jω0t)
]
, (A.5.15)

ahol E0 =
√

2ηI0 és η =
√
µ0/ε0 ≈ 377 [Ω].

Az impulzus spektruma az (ω − ω0) frekvencia körül:

E(ω) = E0τFWHM

√
π

2 ln(2) exp
[
−τ

2
FWHM

8 ln(2) ω
2
]

exp [jω0t] . (A.5.16)

Innen meghatározhatjuk az optikai spektrális sávszélességét:

ωFWHM = 4
√

2 ln(2)
τFWHM

. (A.5.17)
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Gyakran szemléletesebb, ha a sávszélességet a hullámhossz eloszlásaként definiáljuk:

∆λ = λ2
0
c

∆ν. (A.5.18)

A mikroszkópban használt esetben példán ahol λ = 590nm, τFWHM = 200 fs, Pavg =
1mW és Np = 108 peak power Ppeak ≈ I0/A ≈ 0.47MW/cm2 νFWHM ≈ 19.6THz
λFWHM ≈ 22nm

Bár az irodalomban léteznek a Gauss-nyaláb impulzusának leírására részletesebb mo-
dellek [96], [97], a fókuszpont közelében az fentebb kapott eredmények felhasználhatóak
a mikroszkóp működésében használt lézernyaláb modellezésére.

A.6. Matlabr modul a „master” egyenlet megoldására

A fejlesztett Matlabr modul megfelel a mai modern objektum-orientált programozási
elvárásoknak, és a kvantum-klasszikus modellek gyors fejlesztését teszi lehetővé. A mo-
dulban a megvalósítás során a nagy állapotterek kezelésére ritka mátrixokat használtam,
továbbá az időfüggő operátorok dinamikájának definiálását az „anonymous function”-ök
felhasználásával hatékonnyá tettem.

Lehetőségünk van az állapotok, az operátorok, illetve a „master” egyenletek definiá-
lására, valamint azok megoldására és az adatok kiértékelésére, melyekhez tartozó függ-
vényeket az alábbi felsorolásban vázlatosan ismertetem:

Állapotok

rho = basis_dm(N, n_th):
Fock állapot sűrűségmátrixa, ahol N az állapotok száma és n_th a kezdeti betöltött
állapot indexe.

rho = thermal_dm(N, n_th):
Termikus állapot sűrűségmátrixa, ahol N az állapotok száma és n_th a fotonok szá-
mának várható értéke.

n_th = n_thermal( w, w_th):
A fotonok számának várható értéke egy w frekvenciójú oszcillátor és w_th hőmérséklet
esetén.

Operátorok

oper = create(N):
A kreációs operátor, ahol N az állapotok száma.

oper = destroy(N):
Az annihilációs operátor, ahol N az állapotok száma.
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oper = identity(N):
Az egység operátor, ahol N az állapotok száma.

oper = sigmax():
A Pauli sigma-x operátor.

oper = sigmay():
A Pauli sigma-y operátor.

oper = sigmaz():
A Pauli sigma-z operátor.

oper = sigmap():
A Pauli kreációs operátor.

oper = sigmam():
A Pauli annihilációs operátor.

Operátorok műveletei

Az operátorok esetén a Matlabr beépített függvényein felül az alábbi műveletek
használhatóak:

oper = tensor(oper1, oper2, ...):
Kompozit kvantum állapot létrehozása Kronecker-szorzat felhasználásával.

oper = ptrace(oper1, sel):
A sel indexű komponens rész nyoma („partial trace”).

value = expect(oper, state):
Egy operátor várható értéke adott állapot esetén.

superoper = Liouvillian(H_opers, C_opers):
Adott Hamilton és összeomlás („collapse”) operátorokhoz tartozó szuper-operátor
megkonstruálása.

value = mesolve(H_opers, rho_0, tlist, C_opers, expt_opers):
Adott Hamilton és összeomlás („collapse”) operátorokhoz esetén a sűrűségmátrix di-
namikájának időbeli alakulása, ahol:
H_opers: Hamilton operátorok listája,
rho_0: kezdeti állapot sűrűségmátrixa,
tlist: idő alakulásának listája,
C_opers: összeomlás („collapse”) operátorok,
expt_opers: a mérésekhez tartozó operátorok listája.
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Példa futtatása

Talán az egyik legszemléletesebb példa a Rabi oszcilláció, mely során egy két állapotú
atom, egy üreg és a termikus környezet kölcsönhatását figyelhetjük meg. Kezdeti feltétel-
ként az atom gerjesztett állapotban van és az üreggel való kölcsönhatás következtében – a
csatolás mértékének megfelelően – az energiaszintek populációjának egy a sajátfrekvenci-
ájánál lassabb oszcillációját eredményezi. Továbbá a megfigyelhető a környezet hatására
a spontán emisszió következtében, hogy a fentebb említett oszcilláció az idő függvényében
lecseng és a rendszer visszatér a termodinamikai egyensúlyba. Az idealizált modellben –
az alapjelenségek szemléltetése érdekében – a két állapotú atom és az üreg frekvenciája
megegyezik és a környezetet abszolút nulla hőmérsékletűnek választhatjuk.

A szimuláció során az előre definiált operátorok (annihilációs és kreációs operáto-
rok, Pauli-mátrixok) felhasználásával megalkothatjuk a rendszer Hamilton operátorát –
mely tartalmazza a részrendszerekre vonatkozó illetve a köztük fellépő kölcsönhatások
operátorait –, illetve a Liouvillian-von Neumann egyenlethez tartozó annihilációs operá-
torokat. A kezdeti feltételek és szimulációs időtartomány definiálása után következik a
master egyenlet numerikus megoldása. Az alábbi esetben a mesolve függvény kimenete
a méréshez tartozó operátorok várható értékei időbeli alakulásai lesznek, melyeket végül
ábrázolhatunk.

% Configure parameters

wc = 1.0 * 2 * pi; % cavity frequency

wa = 1.0 * 2 * pi; % atom frequency

g = 0.05 * 2 * pi; % coupling strength

n_th_a = 0.0; % zero temperature

kappa = 0.05; % cavity dissipation rate

gamma = 0.5; % atom dissipation rate

N = 5; % number of cavity fock states

use_rwa = false;

% Hamiltonian

a = tensor(destroy(N), identity(2));

sm = tensor(identity(N), destroy(2));

if use_rwa

% use the rotating wave approxiation

H = wc * (a' * a) + wa * (sm' * sm) + ...

g * (a' * sm + a * sm');

else

H = wc * (a' * a) + wa * (sm' * sm) + ...

g * (a' + a) * (sm + sm');

end
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% collapse operators

rate = kappa * (1 + n_th_a);

c_op_1 = sqrt(rate) * a;

rate = kappa * n_th_a;

c_op_2 = sqrt(rate) * a';

c_op_3 = sqrt(gamma) * sm;

c_op_list = [c_op_1,c_op_2,c_op_3];

% Intial state

psi0 = tensor(basis(N, 1), basis(2, 2)); % start with an excited atom

% evolve and calculate expectation values

tlist = linspace(0, 25, 100);

output = mesolve(H, psi0, tlist, c_op_1, [a' * a, sm' * sm]);

% plot the results

fig = figure(1);

plot(tlist, real(output))

legend('Cavity', 'Atom excited state')

xlabel('Time')

ylabel('Occupation probability')

title('Vacuum Rabi oscillations')
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SEM modell

classdef SEM_model

properties

% Input Parameters

omega_v % Vibrational mode frequency [2*pi THz]

omega_a % Two-state atom frequency (E_2-E_1)/h_bar

kappa % Vibrational mode dissipation rate

gamma % Two-state atom dissipation rate (Spontenous emission)

%Gamma % Two-state atom excitation rate (thermal absorbtion)

% Vibrational modes

N % number of cavity fock states

omega_th % Tempeature in frequency units

n_th_v % mean photon number at thermal equiblirium

FCF % Franck-Condon factor

d_eg % dipole monent

Omega_exc % Rabi frequencies

Omega_sti % Rabi frequencies

% Classical Electromagnetic field

omega_exc % Excitation singal frequency [2*pi THz]

omega_sti % Stimulation emission signal frequency [2*pi THz]

E_exc % Electric field amplitude

E_sti % Electric field amplitude

t_exc_0 % Time delay [fs]

t_sti_0 % Time delay [fs]

t_exc_FWHM % Pulse width [fs]

t_sti_FWHM % Pulse width [fs]

% Simulation parameters

tlist % time domain [ps]

use_rwa = true;

store_States = false

store_Diagonal = true
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store_Probabilities = true

store_Pulses = true

store_AbsorptionEmission = true

% Outputs

states

diags

E_exc_t

E_sti_t

n_g % Expectation value of ground state

n_e % Expectation value of excited state

n_v % Expectation value of vibrational mode

n_g_v % Expectation value of vibrational mode in the ground state

n_e_v % Expectation value of vibrational mode in the excited state

n_spo % Expectation value of spontaneous emission

s_exc % Excitation signal expectation value of absorption and ...

emission

s_sti % Stimulated emission signal expectation value of ...

absorption and emission

S_exc % Sum over time

S_sti % Sum over time

end

methods

function this = SEM_model()

end

function this = run(this, tlist)

this.tlist = tlist;

Gaussian = @(t, t_0, a) exp(-a * (t - t_0).^2); % Gaussian ...

function

% Excitation signal

a_exc = 2 * log(2) / this.t_exc_FWHM^2;

E_exc_fn = @(t) Gaussian(t, this.t_exc_0, a_exc) .* exp(-1j ...

* (this.omega_exc - this.omega_a) * t);

% Stimulated emission signal

a_sti = 2 * log(2) / this.t_sti_FWHM^2;

E_sti_fn = @(t) Gaussian(t, this.t_sti_0, a_sti) .* exp(-1j ...

* (this.omega_sti - this.omega_a) * t);
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% State vectors

psi_g = basis(2, 1); % |g> == |0>

psi_e = basis(2, 2); % |e> == |1>

% Mean photon number in thermal equiblirum

this.n_th_v = n_thermal(this.omega_v, this.omega_th);

psi_v = thermal(this.N, this.n_th_v);

% intial state

psi0 = tensor(psi_g, psi_v);

% Operators

a = destroy(this.N);

a_int = identity(this.N);

for xi = 1 : this.N

a_int = a_int + a^xi;

end

a = tensor(identity(2), a);

a_int = tensor(identity(2), a_int);

sm = tensor(destroy(2), identity(this.N));

sp = tensor(destroy(2)', identity(this.N));

this.Omega_exc = this.E_exc * kron(this.d_eg, this.FCF);

this.Omega_sti = this.E_sti * kron(this.d_eg, this.FCF);

% System Hamiltonian

H_sys = this.omega_v * (a' * a);

if this.use_rwa

% Interaction with using RWA

H1 = - this.Omega_exc .* (sp * a_int');

H1.td = @(t) 1/2 * E_exc_fn(t); % Excitation signal

H2 = - this.Omega_exc .* (sm * a_int);

H2.td = @(t) 1/2 * conj(E_exc_fn(t)); % Excitation signal

H3 = - this.Omega_sti .* (sp * a_int);

H3.td = @(t) 1/2 * E_sti_fn(t); % Stimulated ...

emission signal

H4 = - this.Omega_sti .* (sm * a_int');

H4.td = @(t) 1/2 * conj(E_sti_fn(t)); % Stimulated ...

emission signal
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% Total Hamiltonian

H = [H_sys, H1, H2, H3, H4];

else

% Interaction without using RWA (H_int = -d * E)

Hexc = - this.Omega_exc .* ((sp + sm) * (a_int + a_int'));

Hexc.td = @(t) real(E_exc_fn(t));

Hsti = - this.Omega_sti .* ((sp + sm) * (a_int + a_int'));

Hsti.td = @(t) real(E_sti_fn(t));

% Total Hamiltonian

H = [Hsys, Hexc, Hsti];

end

% Collapse operators

rate = this.kappa * (1 + this.n_th_v);

C1 = sqrt(rate) * a; % vibrational relaxation

rate = this.kappa * this.n_th_v;

C2 = sqrt(rate) * a'; % vibrational excitation, if ...

temperature > 0

rate = this.gamma;

C3 = sqrt(rate) * kron(this.d_eg, this.FCF) .* (sm * (a_int + ...

a_int')); % spontaneous emission (e,n -> g,n+1)

C_ops = [C1 C2 C3];

% Solve master equation

states_tmp = mesolve(H, psi0, this.tlist, C_ops,[]);

if this.store_States

this.states = states_tmp;

end

if this.store_Diagonal

this.diags = zeros(2*this.N, length(states_tmp));

for xi = 1 : length(states_tmp)

this.diags (:,xi) = diag(states_tmp(xi).data);
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end

end

% Expectation values

if this.store_Pulses

this.E_exc_t = E_exc_fn(this.tlist);

this.E_sti_t = E_sti_fn(this.tlist);

end

if this.store_Probabilities

% Expectation value of ground state

this.n_g = expect(sp' * sp, states_tmp);

% Expectation value of excited state

this.n_e = expect(sm' * sm, states_tmp);

% Expectation value of vibrational mode

this.n_v = expect((a' * a), states_tmp);

% Expectation value of vibrational mode in the ground state

this.n_g_v = expect((a' * a) * (sp' * sp), states_tmp);

% Expectation value of vibrational mode in the excited state

this.n_e_v = expect((a' * a) * (sm' * sm), states_tmp);

end

if this.store_AbsorptionEmission

% Expectation value of spontaneous emission

this.n_spo = expect(this.gamma*(sm' * sm), states_tmp); % ...

excited

if this.use_rwa

% Interaction with using RWA

S1 = H1;

S1.td = H1.td; % Excitation signal

S2 = H2;

S2.td = H2.td;

S3 = H3;

S3.td = H3.td; % Stimulated emission signal
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S4 = H4;

S4.td = H4.td;

else

% Interaction without using RWA

S1 = -sp * (a_int + a_int');

S1.td = @(t) 1/2 * E_exc_fn(t); % Excitation ...

signal

S2 = -sm * (a_int + a_int');

S2.td = @(t) 1/2 * conj(E_exc_fn(t));

S3 = -sp * (a_int + a_int');

S3.td = @(t) 1/2 * E_sti_fn(t); % Stimulated ...

emission signal

S4 = -sm * (a_int + a_int');

S4.td = @(t) 1/2 * conj(E_sti_fn(t));

end

this.s_exc = zeros(size(states_tmp));

this.s_sti = zeros(size(states_tmp));

for xi = 1 : length(states_tmp)

this.s_exc(xi) = 2 * trace(states_tmp(xi).data * ...

S2.data * S2.td(this.tlist(xi)));

this.s_sti(xi) = 2 * trace(states_tmp(xi).data * ...

S4.data * S4.td(this.tlist(xi)));

end

dt = (this.tlist(end) - this.tlist(1)) / ...

(length(this.tlist) + 1);

this.S_exc = sum(imag(this.s_exc), 2) * dt;

this.S_sti = sum(imag(this.s_sti), 2) * dt;

this.s_exc = imag(this.s_exc);

this.s_sti = imag(this.s_sti);

end

end

end

end
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